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« Le changement climatique n’est pas le probléeme, c’est un symptéome. »

Dennis Meadows - co-auteur du |Rapport Meadows, 1972


http://www.donellameadows.org/wp-content/userfiles/Limits-to-Growth-digital-scan-version.pdf

« Le réle de la formation au 21e siécle doit également étre interrogé : Com-
ment répondre aux défis sociétaux pour de jeunes adultes qui sortent du lycée ?
L'Université doit, dés le début de leurs études, leur délivrer un message clair
sur le respect de I’environnement, le changement du climat, la biodiversité et le
développement soutenable. »

Valérie Masson-Delmotte- co-présidente du groupe no 1 du GIEC

« La transition écologique est un projet de société, ambitieux et complexe.
Il concerne I’ensemble de la population et des organisations et doit étre ap-
préhendé dans sa complexité. Sans cela, il est illusoire d’espérer approcher
I'objectif commun d’un systéeme économique et social décarboné et résilient. »

The Shift Project- Former I'ingénieur du XXle siécle.

« Enseignement supérieur : seuls 15% des établissements préts a former
’ensemble de leurs étudiants aux enjeux écologiques »

Manifeste etudiant pour un « réveil écologique »

« Le virus circule a un niveau élevé et nous sommes sur un plateau montant,
qui augmente de 10% par semaine... La grande différence aujourd’hui est que la
dynamique n’est pas exponentielle. »

Olivier Véran, Ministre des Solidarités et de la Santé. | (voir I[Exemple 4.2.15).



https://www.universite-paris-saclay.fr/actualites/valerie-masson-delmotte-sacclimater-la-science-citoyenne
https://www.ipcc.ch/languages-2/francais/
https://theshiftproject.org/former-les-ingenieurs-a-la-transition/
https://pour-un-reveil-ecologique.org/fr/actualit�s/communique-enseignement-superieur-seuls-des-etablissements-prets-a-former-l-ensemble-de/
https://www.francetvinfo.fr/sante/maladie/coronavirus/covid-19-ce-qu-il-faut-retenir-de-la-conference-de-presse-du-ministre-de-la-sante-olivier-veran_4275037.html

Descriptif du Cours

Ce cours est destiné aux étudiants de premiere année de la Faculté des Sciences
de la Sorbonne Université. Son principal objectif est de fournir des outils de
raisonnement mathématique et des intuitions nécessaires pour comprendre les
enjeux socio-écologiques du XXle siécle.

Comprendre et résoudre les défis posés par le changement climatique et la transi-
tion énergétique exige des raisonnements mathématiques nuancés. Notre principal
objectif est la demonstration du|[Theoreme 2.3.3| et d’explorer ces consequences a
travers des exemples et des simulations numeériques.
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Bases du raisonnement mathématique

Lobjectif de ce chapitre est d’illustrer ce qui caractérise les connaissances mathé-
matiques. Nous voulons montrer comment la connaissance mathématique peut étre
découverte, produite, écrite, présentée et organisée, ainsi que ses applications et ses
limites.

1.1. Calcul du périmétre de la planete

Il y a 2300 ans, Eratosthéne a astucieusement calculé le périmétre de la Terre. Nous
présenterons ici une version simplifiée.

Nous recommandons d’abord la visualisation de la vidéo suivante.

Voici un premier fait dont il était au courant :

Fait1.1.1 (Observation physique)

A midi du premier jour de I'été, dans la ville de Syéne ou il habitait, aucun
batiment ne projetait de 'ombre.

Pour calculer le diamétre de la Terre, il lui a suffi de se rendre dans la ville d’Alexandrie,
a 800 km au nord, également le premier jour de I'été, et de mesurer 'ombre d’'un
batiment dont il connaissait la hauteur, ainsi que I'angle « entre les deux.


https://fr.wikipedia.org/wiki/�ratosth�ne
https://www.dailymotion.com/video/xk2491?start=1863
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A I'époque, il n’était pas encore possible de confirmer par observation que la Terre
était ronde. Il a donc du la considérer comme une hypothese. Voici les hypothéses
adoptées pour compléter son raisonnement :

Hypothése 1.1.2

La Terre est ronde.

Hypothese 1.1.3

La Terre est suffisamment éloignée du Soleil pour que tous les rayons lumineux
qui arrivent soient paralleles.

Limage suivante résume la géométrie du probléme :

Alexandrie

i

Les deux lignes orange représentent les rayons paralleles de lumiére du soleil. La
ligne bleue représente I'axe du batiment a Alexandrie. En rouge, on trouve I'angle «
entre le batiment et 'ombre. Au centre, se trouve I'angle entre les deux villes.

Lastuce de ce probleme réside dans la compréhension que I'angle « coincide aussi
avec I'angle au centre de la Terre entre les deux villes. Voici pourquoi. Pour commen-
cer, examinons l'angle a.

Remarque 1.1.4

Considérons la configuration géométrique suivante :
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A

P

Un simple argument géométrique nous permet de montrer que « et 6 sont
identiques. En effet, nous avons I'équation

a+v=p0+60=180°
sur la ligne bleue. De la méme fagon, sur la ligne orange

a+pB=v+60=180°

Donc
a+y=0+7y

dou

Avec la[Remarque 1.1.4|nous avons donc amélioré notre compréhension de la situation
géométrique :

Pour conclure, nous aurons besoin d’'un autre résultat mathématique :
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Proposition 1.1.5 (Elements d’Euclide, Prop. 29)

Si deux lignes paralléles sont coupés par une transversale

AE\: B
N
\

alors les angles correspondants sont identiques, c’est a dire,

EGA=EHC
EGB = EHD
AGH = GHD

La [Proposition 1.1.5/implique que, puisque les rayons du soleil sont paralleles par
ll[Hypothese 1.1.3| leur intersection avec I'axe du batiment produira toujours le méme
angle.

Nous arrivons donc a la situation géométrique suivante :


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/bookI/propI29.html
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et voici donc un résumé du probleme

Enfin, Eratosthéne a mesuré 'angle « et a trouvé :

a = 17.2°=0.125664 rad

En utilisant la distance entre les deux villes a la surface de la Terre, il a calculé le
périmétre :

2
P = (Z5) % 800 ~ 40000Km

(67


https://en.wikipedia.org/wiki/Eratosthenes
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Remarque 1.1.6

Connaissant le périmétre, nous pouvons calculer le rayon de la planete :

P
R=— ~ 6000 Km
2T

Pour avoir une idée de I'échelle, voici une liste de distances équivalentes :

— 6 fois la distance Lille-Montpellier.
— 600 fois la distance Porte de la Chapelle - Porte d’Orléans.
— 1,5% de la distance Terre-Lune.

Remarque 1.1.7

En réalité, le rayon est de 6371 km. Le calcul que nous venons de faire est donc
d’'une précision impressionnante. Il faut garder a I'esprit qu’il a été réalisé ily a
2300 ans! Pendant prés de 2000 ans, cette connaissance n’a pratiquement eu
aucun impact sur la civilisation humaine, mais 2000 ans plus tard, il est difficile
d’imaginer le monde sans cette découverte.

Cela nous amene a réfléchir a la valeur des connaissances, indépendamment
de leurs applications directes et immédiates.

Nous allons maintenant examiner de plus prées notre calcul. Nous avons formulé deux
hypothéses (Hypotheése 1.1.2 et[Hypothese 1.1.3) et utilisé la[Proposition 1.1.5]

Pourquoi des mots différents : Hypothéses et Proposition?

La différence est trés importante en mathématiques :

— Les Hypothéses sont les considérations que nous sommes préts a admettre (les
briques de Lego).

— Lorsque nous qualifions quelque chose de Proposition, Lemme ou Théoréme,
cela indique que son contenu peut étre dérivé ou prouvé a partir de briques de
Lego plus simples (les hypothéses).

Par exemple, lorsque nous qualifions le contenu de de Proposition, le lecteur doit
attendre de I'auteur une argumentation convaincante, expliquée en termes d’axiomes
ou d’autres propositions qui ont elles-mémes été préalablement démontrées.

il est donc nécessaire d’expliquer pourquoi nous avons qualifié de Proposition.
Pour ce faire, nous devrons introduire un nouvel axiome qui servira de fondement :
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Axiome 1.1.8 (Axiome des paralléles)

Si une droite coupe deux autres droites en formant deux angles internes dont la
somme est différente de 180°,

A B C

ABE + BFD # 180°

Alors les deux droites se croisent dans le demi-plan ou la somme des angles
est inférieure a 180° (ici, du cbté de A et D).

Voici la preuve de la|Proposition 1.1.5(en utilisant IJAxiome 1.1.8| Par le méme
argument utilisé dans la|Remarque 1.1.4} on sait que dans

e
c W
\

ona

EGA=EGH , EGB=AGH , GHC = DHF , GHD = CHF

Pour montrer la|Proposition 1.1.5]il suffit donc de montrer que

AGH = GHD

Nous utilisons donc un raisonnement par I'absurde (voir [Exercice 1.4.1) : sup-
posons que

AGH + GHD

Alors, en ajoutant I'angle BGH de chaque cété, on a

AGH + BGH # GHD + BGH

J-

Preuve 1.1.9


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/bookI/post5.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/bookI/propI29.html
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et du c6té gauche, nous obtenons 180°

180° = AGH + BGH + GHD + BGH

Par il en résulte que les droites AB et C'D se coupent obligatoire-
ment. Mais c’est une contradiction puisque nous supposons que les deux sont

paralleles.

Donc, les angles AGH et GHD doivent étre identiques.

. 7

Bref, voici donc, finalement le théoréme d’Eratosthéne dont nous avons maintenant
terminé la preuve.

Théoréme 1.1.10 (Théoréme d’Eratosthéne)

Si effectivement la Terre est ronde (Hypothese 1.1.2) et suffisamment loin du
soleil pour que tous les rayons lumineux qui arrivent soient paralleles (Hy}
[pothese 1.1.3) alors 'axiome des paralleles (Axiome 1.1.8) implique que le
périmeétre est d’environ 40 000 K'm.

Remarque 1.1.11

En effet, le théoréme d’Eratosthénes ne montre pas que la terre est ronde. I
suppose que la terre est ronde et sous cette hypothése, calcule le périmétre.
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1.2. Existence d’une infinité de nombres premiers.

Pourquoi faut-il étre formel et prudent avec le choix des mots utilisés ? Dans I'exemple
précédent, tout revenait a jouer avec des angles et des lignes paralléles, de sorte
qu’un argument visuel aurait été suffisant pour convaincre quelqu’un. Mais parfois,
nous voulons étre capables d’énoncer, avec la méme précision, des vérités sur des
objets qui sont difficiles a visualiser. Voici un exemple.

Pour étre sr que nous parlons tous de la méme chose, nous déclarons quelle définition
nous utilisons. On note N 'ensemble des nombres naturels

N ={0,1,2,3,4,5,6,7, etc}

Définition 1.2.1

Un nombre premier est un nombre naturel non-nul dont les seuls diviseurs sont
1 et lui-méme.

Les nombres 6 et 10 ne sont pas des nombres premiers car ils peuvent s’écrire
respectivement comme 2x3 ou 2x5. Listons les nombres premiers plus petits
que 200:2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89, 97,101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157,
163, 167, 173,179, 181, 191, 193, 197 et 199.

.

La liste se [poursuiil La question est de savoir si elle s’arréte jamais. La réponse est
négative :

Théoreme 1.2.3 Euclide, 300 AC

Il existe une infinité de nombres premiers

A partir de ce moment, le lecteur a le droit d’exiger une preuve/explication convaincante
du contenu de[T.2.3

Pour expliquer notre argument en faveur de la vérité de |1.2.3, nous devons en ap-
prendre un peu plus sur les nombres premiers. Lingrédient fondamental de notre
argumentation est le résultat suivant :

Proposition 1.2.4 ( décomposition en produit de facteurs premiers)

Tout entier strictement positif peut étre écrit comme un produit de nombres
premiers d’'une unique facon, a I'ordre pres des facteurs.
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Nous ayons compliqué notre situation, car maintenant il faut aussi une justification

pour[f.2.4

Nous pouvons tester[1.2.4] sur quelques exemples concrets. Par exemple :

— 2 est premier

— 3 est premier

— 4=2x2 donc produit des nombres premiers.

— 5 est premier

— 6=2x3=3x2 (décomposition unique a l'ordre prés des facteurs).
— 7 est premier

— 8=4x2=2x2x2 donc produit des nombres premiers.

— 9=3x3 donc produit des nombres premiers.

— 10=5x2 = 2x5.

— 11 est premier.

— 540= (3x3x3)x(2x2)x5.
— etc.

Remarque 1.2.6

Malheureusement, les essais sur des exemples concrets dans IJTExemple 1.2.5
ne suffisent pas a démontrer 'ampleur de notre affirmation [1.2.4] Sont contenu
est beaucoup plus audacieux, il dit que cette décomposition est possible pour
n’importe quel nombre = choisi au hasard. A savoir, que, étant donné z, il existe
une choix unique des nombres premiers pi, ps2, ps, -.., pn, €t des ordres de
répétion my, ..., m,, tels que

x=(prxpr*k...xp1)* (D2 % Po k... kDo) k. k (D %P1 * oo % Pp)

~ / O\ J ~ J
-~ -~ -~

m; fois my fois my, fois

Pour le prouver, nous devrons concevoir un argument qui nous évite de tester
les nombres un par un, car cette tache prendrait une infinité d’étapes et serait
impossible méme pour un ordinateur.

Laissons la preuve de la|Proposition 1.2.4|pour la prochaine section car il nous faudra
une nouvelle technique mathématique pour I'établir. Pour le moment, expliquons
simplement comment utiliser la|Proposition 1.2.4{ pour montrer le [Théoreme 1.2.3|:

Preuve 1.2.7

Ici on donne une preuve du[Théoreme 1.2.3|en admettant la [Proposition 1.2.4]
comme une boite noire. En d’autres termes, nous utilisons le fait que chaque
nombre entier naturel admet une décomposition en nombres premiers pour
montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.
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Avant d’écrire le cas général, exposons I'idée. Supposons pour un instant qu’il
n’y avait que deux nombres premiers, {3,5}. Nous pourrions les multiplier et
obtenir 3 x 5 = 15. Le prochain multiple de 3 est 15 + 3 = 18 et le prochain
multiple de 5 est 15 + 5 = 20. Prenons donc 15 + 1 = 16 qui ne peut pas étre
un multiple ni de 3 ni de 5. Par la |Proposition 1.2.4| on sait que 16 admet
une décomposition en produit de nombres premiers, ici facile de trouver
16 = 424 = 2222222 = 2*. Mais regardez ! Le nombre premier qui figure dans
la décomposition premiére de 16 = (325) + 1 = 2%, p = 2, n’est pas dans
la liste initiale des nombres premiers avec laquelle nous avons commence, {3,5}.

La preuve d’Euclides consiste a montrer que cet argument tient en toute généra-
lité. Voici le cas général. Nous allons montrer qu’étant donné n’importe quelle
liste finie de nombres premiers

L:= {pl y P2y ey pn}

il existe un nombre premier qui ne fait pas partie de cette liste. Cela nous
prouvera que la liste des nombres premiers ne peut pas étre finie.

Sans perdre la généralité, nous pouvons supposer que les nombres premiers
de la liste L sont ordonnés, c’est-a-dire,

Pn > Pn—1 > .... > P2 > D1
Considérons alors le produit de tous les nombres premiers dans L :

q = HP = P1-P2----Pn
peL

Par construction, pour chaque ¢, p; divise ¢,

pi|q

En d’autres termes, ¢ est un multiple de chaque p;. Il en résulte que pour chaque
i, le plus petit multiple p; aprées ¢ est ¢ + p;.
Dans ce cas, on considére le nombre

N:=q+1

Il est donc vrai par construction que N > 1, et qu’aucun des p; divise N (car les
prochains multiples de p; seraient N + p;).

Par la [Proposition 1.2.4] N doit posséder une décomposition en produits de
nombres premiers. En particulier, il existe un nombre premier p qui divise N.
Ce nombre premier p ne peut pas faire partie de la liste originale L puisque, par
construction, aucun des p; divise V. On a donc trouvé un nombre premier p qui
n’était pas dans la liste L.
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\}

Remarque 1.2.8

On peut imaginer une preuve comme la construction d’'un chemin reliant le point
de départ - nos suppositions et hypothéses - au point final, la conclusion du
théoreme. De la méme fagon qu’il peut y avoir plusieurs chemins entre deux
endroits, il peut y avoir plusieurs preuves complétement différentes d’'un méme
théoréeme. Voir ici pour d’autres preuves du [Iheoreme 1.2.3|

Exemple 1.2.9

Voici quelques exemples du fonctionnement de 'algorithme de la preuve pour
produire de nouveaux nombres premiers :

— Si L ={2,3}, on obtient N = 7 qui est premier.

— Si L = {2,5}, on obtient N = 11 aussi premier.

— Si L ={3,5}, on obtient N = 14 = 24, donc p = 2.

— Si L ={3,5,7}, on obtient N = 106 = 53 x 2 donc on obtient les nombres
premiers p =53 et p = 2.

— Si L ={2,5,7}, on obtient N = 71 premier.

Remarque 1.2.10

Comme dans la [Remarque 1.1.7| nous devons nous arréter un instant pour
méditer sur le fait que le [Theoreme 1.2.3| est connue depuis plus de 2000
ans. Pendant la majorité de cette durée, ca n’a pas eu pratiquement aucun
impact significatif sur la vie humaine ni sur 'économie et est passée comme une
curiosité inapergue. 2000 ans plus tard, elle s’est révélée comme la base de la
cryptographie.

Méme si le contenu du(Theoreme 1.2.3|ou du[Theoreme 1.1.10/ne nous intéresse
pas, ces exemples doivent nous apprendre que :

— I’échelle de temps et le rythme du progrés scientifique peuvent étre trés
différents de I'échelle de temps des exigences de la société humaine
moderne.

— ce nest pas parce qu’un fait scientifique n’a pas d’application aujourd’hui
que nous devons discréditer son avenir.

— ce n’est pas parce qu’un phénoméne semble trop formel qu’il ne trouvera
pas d’applications trés concretes.



https://fr.wikipedia.org/wiki/Th�or�me_d%27Euclide_sur_les_nombres_premiers
https://fr.wikipedia.org/wiki/Chiffrement_RSA
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1.3. Mécanisme de récurrence : pourquoi ca marche ?

Notre preuve du [Théoreme 1.2.3| repose sur la véracité de la |Proposition 1.2.4] qui
reste encore a prouver. C’est 'objectif de cette partie.

Remarque 1.3.1

Reprenons la liste de lIlExemple 1.2.5] Elle nous montre que le résultat de la
[Proposition 1.2.4|est vrai au moins pour tous les entiers naturels inférieurs a 11.
Est-ce que c’est vrai pour 12 ? En effet oui, car 12=6x2 mais 6 est déja sur la
liste de I'|[Exemple 1.2.5/et donc admet une décomposition en facteurs premiers,
a savoir 3x2. Donc 3x2x2 est la décomposition de 12 en nombres premiers.

Ce méme argument peut étre utilisé pour démontrer le résultat suivant :

Lemme 1.3.2

Soit N un entier naturel et supposons que la conclusion de la [Proposition 1.2.4
est vrai pour tous les nombres naturels de la liste des nombres inférieurs a V.
Alors la conclusion de la[Proposition 1.2.4] est aussi vrai pour N.

Démonstration. Le nombre N n’a que deux possibilités. Soit il est premier, soit
il ne I'est pas.

— Si N est premier, nous n’avons rien a faire, puisqu’il admet automatique-
ment une factorisation en nombres premiers, a savoir lui-méme seul.

— Si N n’est pas premier, alors par définition, cela signifie qu’il existe deux
nombres a et b, strictement plus petits que N, et tels que a xb = N.
Donc, a et b font partie de la liste des nombres inférieurs a N. Mais par
hypothése, nous sommes en train de supposer que la conclusion de la
[Proposition 1.2.4] est valable pour tous les nombres inférieurs a N, donc
en particulier, pour a et pour b.

Cela signifie que a peut étre décomposé de maniére unique comme un
produit de nombres premiers {pi, ..., p,}

a=pi"t.pyt..pmm
et la méme chose pour b avec nombres premiers {qi, ..., qx }
l l
b= qll.qf...qﬁf
Donc N = a * b admet aussi une décomposition en produit de nombres

premiers

N = pi" .pé”?..p?".qil.qé?..qff
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On n’a pas encore démontré la|Proposition 1.2.4, Récapitulons ce que nous savons a
présent.

Définition 1.3.3

Posons pour chaque entier naturel NV, une nouvelle proposition P(N) suivant

P(N) = Le résultat de la[Proposition 1.2.4|est vrai pour N

Remarque 1.3.4

En utilisant la terminologie de la [Déefinition 1.3.3|, le résultat du [Lemma 1.3.2|
peut étre lu comme :

— Soit N un entier naturel. Alors si P(M) est vrai pour tout M < N alors
P(N) est vrai.

Nous aimerons utiliser directement la formulation de la|Remarque 1.3.4{pour conclure
que le résultat est vrai pour tout entier naturel N. Mais en fait, pour le rendre vrai, nous
sommes obligés d’'imposer une propriété des nombres naturels

Toute sous-ensemble S non-vide de nombres entiers naturels admet un mini-
mum.[

a. Le minimum est nécessairement unique. Voire I[Exercice 1.4.7

Théoreme 1.3.6 Principe de raisonnement par récurrence

Pour chaque nombre entier N, soit P(/N) une proposition concernant le nombre
entier N.

— Supposons que si P(M) est vrai pour tout M < N alors P(N) est vrai.
Alors, P(N) est vrai pour tout N € N.

Démonstration. la preuve de cette affirmation repose sur IJAxiome 1.3.5, Sup-
posons par I'absurde que I'une des P(n) est fausse pour un certain n. Alors
'ensemble de nombres naturels

S ={n: P(n) estfausse}

est non-vide. Donc S contient un minimum m. En particulier, si n € S alors
n > m. Donc, par définition de S, P(n) est vrai pour tout n < m. Mais alors par
hypothése, P(m) est aussi vrai et donc on a trouvé une contradiction.

[
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Remarque 1.3.7

utilisé dans la preuve du principe de récurrence (Théoréme 1.3.6)

est la vrai magie caché derriere. UAxiome 1.3.5|peut étre aussi présenté comme
un théoréme, selon le point de départ que nous prenons pour définir les nombres

naturels. Nous ne traiterons pas ce sujet ici mais le lecteur curieux peut essayer
de prouver le fait suivant : Le principe de récurrence est en fait équivalent a
ITAxiome 1.3.9].

Exemple 1.3.8

On montre par récurrence en N > 0, la formule

al N(N +1)
> XD
n=0 2

Pour N = 0 la formule est vrai car on a 0 de chaque cété. Pour N = 1, aussi car
on a 1 de chaque c6té. Supposons maintenant que la formule est vrai pour tout
M < N. En utilisant la formule pour M = N — 1 on obtient :

i”: ne N N -DW) o N -N+2N _N'+N _N(N+1)

2 2 2 2

Preuve 1.3.9

Voici finalement la preuve de la|Proposition 1.2.4, On applique le principe de
récurrence (I'heoreme 1.3.6) au résultat duLemma 1.3.2| pour conclure que la
[Proposition 1.2.4] est vrai pour tout nombre entier naturel.

A ce stade, nous avons finalement présenté des arguments pour justifier toutes nos
affirmations.



1.4. Exercices 16

1.4. Exercices

Pour chaque exercice, trouver une preuve, en précisant bien les définitions et les
axiomes utilisés et le chemin d’argumentation suivi :

Exercice 1.4.1

Soit P et @ deux propositions. On appelle implication de @ par P la proposition
(nonP) ou . Cette proposition se note P = ). Montrer que

P = (@ si et seulement si (non ) = ( non P)

Exercice 1.4.2

Quatre cartes comportant un chiffre sur une face et une couleur sur l'autre sont
disposées a plat sur une table. Une seule face de chaque carte est visible. Les
faces visibles sont les suivantes : 5, 8, bleu, vert. Quelle(s) carte(s) devez-vous
retourner pour déterminer la véracité de la regle suivante : si une carte a un
chiffre pair sur une face, alors elle est bleue sur l'autre face. Il ne faut pas
retourner de carte inutilement, ni oublier d’en retourner une.

Exercice 1.4.3

Parmi toutes les propositions suivantes, regrouper par paquets celles qui sont
équivalentes :

—

. Tu auras ton examen si tu travailles régulierement.

Pour avoir son examen, il faut travailler régulierement.

Si tu ne travailles pas régulierement, tu n’auras pas ton examen.

Il est nécessaire de travailler réegulierement pour avoir son examen.
Pour avoir son examen, il suffit de travailler réguliérement.

Ne pas travailler régulierement entraine un échec a I'examen.

Si tu n'as pas ton examen, c’est que tu n’as pas travaillé régulierement.
Travail régulier implique réussite a I'examen.

On ne peut avoir son examen qu’en travaillant régulierement

©oOoNoOORWD

Exercice 1.4.4

Soit z un nombre entier :

1. Montrer que si = est impaire alors 23 est impaire.
2. Montrer que z(1 + x) est toujours un nombre pair.
3. Montrer que si 22 est pair alors z est pair.

Exercice 1.4.5

Montrer que si = est un nombre rationnel et y est un nombre irrationnel, alors
x + y est irrationnel.

Ajouter des
exercices de
logique et rai-

sonemment
mathema-
tique
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Exercice 1.4.6

Comme dans [Exemple 1.2.9 appliquer I'algorithme de la preuve du
pour trouver le nouveau nombre premier produit par la liste de
nombres premiers L = {5,7,11}.

Exercice 1.4.7

Montrer que le plus petit élément d’'un ensemble non vide d’entiers positifs est
unique.

Exercice 1.4.8

Fixons un nombre réel x # 1. Utiliser I'énoncé du [Ihéoreme 1.3.6|pour montrer
que pour tout » > 0 on a la formule

xn—i—l -1

l4+z+2°+... +2"=
r—1

Exercice 1.4.9

Trouver une formule pour

par récurrence.

Exercice 1.4.10

Soit n un nombre naturel. On pose 10" = 10x* 10 % 10 ... * 10. Montrer par

n fois
récurrence que 10" > n.

Exercice 1.4.11

Est-ce que la preuve suivante est correcte ? Si non, ou est I'erreur ?
Enoncé : Dans un groupe de n personnes, toutes ont le méme nom.

Preuve : Pour n = 1 c’est vrai. Supposons un groupe de n + 1 personnes
{P, P, ..., P, 1} et supposons par récurrence que I'’énonce est vrai pour chaque
groupe de n personnes. En prenant les n premiéres { Py, .., P, } par hypothese
de récurrence elles ont toutes le méme nom. De la méme fagon en prenant les
n derniéres { P, .., P,11} par hypothése de récurrence elles ont aussi toutes
le méme nom. Puisque le groupe du milieu {P;, .., P,} appartient aux deux
groupes (n premieres et n derniéres) les deux noms possibles doivent coincider.
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Exercice 1.4.12

Etant donné A, B deux parties d’'un ensemble E, montrer que :

A=B& ANB=AUB




2

Enjeux énergie-climat

2.1. Quelques données graphiques

La compréhension des défis climatiques et énergétiques, nécessite beaucoup de
données différentes. Voici quelques exemples :

Ici 'évolution du PIB (production de richesse) mondial depuis I'année 1 AD.
World GDP over the last two millennia
Total output of the world economy; adjusted for inflation and expressed in international-$ in 2011 prices.
$100 trillion
$80 trillion
$60 trillion
$40 trillion
$20 trillion
$0
1 500 1000 1500 2015
Source: World GDP - Our World In Data based on World Bank & Maddison (2017) OurWorldinData.org/economic-growth « CC BY
Depuis 1900, on constate une croissance moyenne d’environ 3% par an.

19


https://ourworldindata.org/grapher/world-gdp-over-the-last-two-millennia
https://ourworldindata.org/grapher/world-gdp-over-the-last-two-millennia
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Fait2.1.2 La croissance démographique depuis 12 000 ans

W The size of the world population over the last 12.000 years

#7.7 billion in 2019
#7 billion in 2011
& bilion 6 billion In 1999
5 billion 5 billion in 1987
4 bllion 4 billion in 1975
3 bllion 3 billion In 1960

2 bilion 2 billion in 1928

1,65 billion in 1900

990 million in 1800
600 million in 1700

Mid 14th century: The Black Death
pandemic in Europs kills 200 millan peopie.

2,000 BCE o 2000

190 million in the year 0

10,000 BGE 8,000 BCE

der GC-BY-SA by the author Max Fipss

Ici la consommation mondiale d’énergie primaire, par source, depuis le début
des années 1800.

Global primary energy consumption by source
Primary energy is calculated based on the 'substitution method' which takes account of the inefficiencies in fossil
fuel production by converting non-fossil energy into the energy inputs required if they had the same conversion
losses as fossil fuels.
Other
renewables
160,000 TWh Modern biofuels
Solar
Wind
140,000 TWh Hydropower
Nuclear
Gas
120,000 TWh
100,000 TWh
80,000 TWh ol
60,000 TWh
40,000 TWh
Coal
20,000 TWh
Traditional
biomass
1800 1850 1900 1950 2019
Source: Vaclav Smil (2017) & BP Statistical Review of World Energy OurWorldInData.org/energy + CC BY

Non seulement nous constatons sa croissance fulgurante (entre 2% — 3% par an
comme le PIB) mais aussi que la majorité (80%) est constituée de combustibles
fossiles (pétrole, gaz et charbon).



https://ourworldindata.org/world-population-growth
https://ourworldindata.org/grapher/global-energy-substitution?country=~OWID_WRL
https://ourworldindata.org/grapher/global-energy-substitution?country=~OWID_WRL
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On remarque également que I'explosion du PIB (Fait 2.1.1) et la croissance

démographique coincident avec I'apparition des combustibles
fossiles.

Le graphique montre aussi un fait trés important dans la discussion actuelle
sur la transition énergétique, notamment, qu’une transition énergétique d’'une
source a l'autre n’a jamais eu lieu. Ce qui se passe historiquement, c’est
que a chaque fois qu’'une nouvelle source d’énergie se développe, elle
s’ajoute aux sources précédentes dans un effet cumulatif. Ainsi, la transition
énergétique dont nous avons besoin aujourd’hui (substitution totale des 80% des
combustibles fossiles !) est un probleme totalement inédit pour I'espéce humaine.

J

Fait2.1.4 Lien PIB-énergie

"Il est facile de comprendre que notre économie entiere repose en pratique sur la
consommation d’énergie. En considérant que nous transformons des ressources
en produits et en services, et que chaque transformation requiert l'utilisation
d’énergie, Il semble logique que la production économique soit liée a la quantite
d’énergie ajoutée dans le systeme."

-B
1966 1968 1970 1972 1974 1976 1978 1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016

—Production de pétrole mondiale (TCAM) PIB par habitant (TCAM)

En bleu : variation de la production physique de pétrole depuis 1966.
En orange : variation du PIB par personne en moyenne monale.
Sources : World Bank (PIB) et BP (production de pétrole)

La corrélation existante ne lie pas la croissance économique au prix du pétrole,
mais plutét au volume de pétrole.



https://theshiftproject.org/en/gdp-energy/
https://theshiftproject.org/en/gdp-energy/
https://theshiftproject.org/en/gdp-energy/
https://theshiftproject.org/en/gdp-energy/
https://theshiftproject.org/en/gdp-energy/
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Total World
Graph GDP Energy
90 000 -
o -
T 80000 s
E -
% 70 000 [_4)
: 60 000 y = 7,0801x - 16049
] R? = 0,98985 B
% 50 000
é 40 000 {.{:f“
30 000 £
20 000 '_,:;V/
10 000 - <
0
(] 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Energy use (Mtoe)
Pour plus d’information, voir larticle.

Remarque 2.1.5

Les graphiques dans [Fait 2.1.4] montrent une tendance historique d’un lien entre
la croissance de la consommation d’énergie et la croissance du PIB. Cependant,
ils ne permettent pas de répondre a la question de savoir quel est le facteur
déterminant.

Malheureusement, la combustion de combustibles fossiles a pour conséquence
chimique la production de CO, :

charbon : C'+ O, — CO, + +32.8kJ /g (2.1)
, 25
petr0|e . Cngs + ?OQ — 8C 05 + 9H,0 + 480kJ/g (23)

avec un facteur 3 - chaque kilo de pétrole, de gaz ou de charbon consommé
produit environ 3 fois plus de CO,.

On constate aussi que la combustion du charbon est celle dont le rendement
énergétique est le plus faible, ce qui signifie que pour la méme énergie, par
rapport au gaz et au pétrole, nous devons braler plus de charbon avec un résultat
net de plus de COs.

Voici une conséquence duFait 2.1.6|:


https://halshs.archives-ouvertes.fr/halshs-01151590/document

2.1. Quelques données graphiques

Annual CO2 emissions from fossil fuels, by world region
35 billion t
30 billion t
25 billion t
20 billion t
15 billion t
10 billion t

5 billion t

0t
1750 1800 1850 1900 1950

Source: Global
Note: This mea:
(included in the GCP dataset) are not included here.

Carbon Project

an.

Our World
n Data

Oceania

Asia (excl. China
& India)

China

ndia
Africa
South America
North Al ca
(excl. USA)
United States

Europe (excl
EU-27)
EU-27

OurWorldIinData.org/co2-and-other-greenhouse-gas-emissions * CC BY)|
easures CO, emissions from fossil fuels and cement production only - land use change is not included. 'Statistical differences

Les émissions de C'O, ont augmenté au méme rythme que la consommation
d’énergie et la croissance du PIB au cours du XX siécle, environ 2% — 3% par

Remarque 2.1.8

Une tonne de CO, équivaut a :

— 1 an de chauffage au gaz pour un 3 pieces a Paris
— 1 aller-retour Paris-New York en avion

— 1,8 tonnes de papier

— 14.000 km de Twingo en ville

— 8.500 km de 4x4 en ville

— 20 aller-retours Paris- Londres en avion

Environ 1% des emissions dans proviennent de la fabrication de
I'hidrogéne (a partir de la combustion de gaz naturel ) pour le procédé Haber-
Bosh. Cette réaction chimique est a la base de la synthése de 'ammoniac
N H; pour créer des engrais azotés synthétiques, essentiels pour alimenter la
population mondiale. Lexplosion spectaculaire des rendements agricoles et de
la production alimentaire n’est possible que grace a ce processus.



https://ourworldindata.org/grapher/annual-co-emissions-by-region
https://ourworldindata.org/grapher/annual-co-emissions-by-region
https://ourworldindata.org/grapher/annual-co-emissions-by-region
https://ourworldindata.org/grapher/world-population-with-and-without-fertilizer?country=~OWID_WRL
https://fr.wikipedia.org/wiki/Proc�d�_Haber
https://fr.wikipedia.org/wiki/Proc�d�_Haber
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World population with and without synthetic nitrogen fertilizers
Estimates of the global population reliant on synthetic nitrogenous fertilizers, produced via the Haber-Bosch
process for food production. Best estimates project that just over half of the global population could be sustained
without reactive nitrogen fertilizer derived from the Haber-Bosch process.
World population
7 billion
6 billion
5 billion
4 billion World population supported without
synthetic fertilizer
World population fed by synthetic
fertilizer
3 billion
2 billion
1 billion
O+ T T T T T |
1900 1920 1940 1960 1980 2000 2015
Source: Erisman et al. (2008); Smil (2002); Stewart (2005) OurWorldInData.org/how-many-people-does-synthetic-fertilizer-feed/ -+ CC B)

Fait2.1.10 (déforesta-

tion non comprise)

Toutes les régions du monde contribuent aux émissions, mais si on prend en
compte les émissions cumulées depuis 1750 (I'intégrale!), 'Europe et les Etats-
Unis sont les régions qui ont de loin le plus contribué.

Cumulative CO2 emissions by world region

Cumulative carbon dioxide (CO,) emissions by region from the year 1750 onwards. Emissions are based on

territorial emissions (production-based) and do not account for emissions embedded in trade. This measures CO,

emissions from fossil fuels and cement production only - land use change is not included.

1.6 trillion t Asia (excl. China
& India)

1.4 trillion t
China

1.2 trillion t India
Africa
Oceania

1 trillion t South America

North America
(excl. USA)

800 billion t
United States

600 billion t

400 billion t EU-27

200 billion t
Europe (excl.
EU-27)

Ot-
1750 1800 1850 1900 1950 2020
Source: Our World in Data based on the Global Carbon Project OurWorldInData.org/co2-and-other-greenhouse-gas-emissions * CC BY]

Cela explique en partie pourquoi il est si compliqué pour les pays européens
et les Etats-Unis de demander a des pays comme la Chine et I'lnde de réduire
leurs émissions : méme si I'Europe et les Etats-Unis émettent beaucoup moins
aujourd’hui que par le passé, leur contribution nette reste trés supérieure.



https://ourworldindata.org/grapher/world-population-with-and-without-fertilizer?country=~OWID_WRL
https://ourworldindata.org/grapher/cumulative-co2-emissions-region?stackMode=absolute
https://ourworldindata.org/grapher/cumulative-co2-emissions-region?stackMode=absolute
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La combustion de combustibles fossiles n’est pas la seule I'activité humaine
qui cause 'augmentation de la concentration de C'O, dans I'atmosphere. La
déforestation est également un facteur important. La production de ciment aussi.

Annual global CO, emissions

12
PgC yr"
10 Others
8 Gas
b oil
4
2 Coal

1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2019

LLien Figure 5.5

Global CO2 emissions from fossil fuels and land use change
40 billion t

Land use change
35 billion t

30 billion t

25 billion t

20 billion t

Fossil fuels and
cement

15 billion t

10 billion t

5 billion t

0t

1850 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Source: Global Carbon Project. (2021). Supplemental data of Global Carbon Budget 2021 (Version 1.0) [Data set]. Global Carbon Project.
OurWorldInData.org/co2-and-other-greenhouse-gas-emissions + CC BY



https://www.ipcc.ch/report/ar6/wg1/downloads/report/IPCC_AR6_WGI_Chapter_05.pdf
https://www.ipcc.ch/report/ar6/wg1/downloads/report/IPCC_AR6_WGI_Chapter_05.pdf
https://ourworldindata.org/grapher/global-co2-emissions-fossil-land
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Vidéo avec le changement d’occupation des sols a I'’échelle mondiale depuis
8000.

Tous les effets additionnés, voici le résultat global :

Atmospheric CO2 concentration

Global average long-term atmospheric concentration of carbon dioxide (CO,), measured in parts per million (ppm).
Long-term trends in CO, concentrations can be measured at high-resolution using preserved air samples from ice
cores.

400 ppm World

350 ppm
300 ppm
250 ppm
200 ppm
150 ppm
100 ppm
50 ppm
0pp

m T
803,719 BCE 600,000 BCE 400,000 BCE 200,000 BCE 2018

Source: EPICA Dome C CO, record (2015) & NOAA (2018) OurWorldInData.org/co2-and-other-greenhouse-gas-emissions + CC BY|

Il faut aussi préciser qu’ une fois ajouté a I'atmosphere, le CO, y reste pendant
longtemps, entre 300 et 1 000 ans.

La hausse de concentration de C'O, (mais non seulement - voir|Fait 2.1.17|en bas
) empéche le rayonnement infrarouge de s’échapper vers I'espace - I'effet de serre.


https://www.youtube.com/watch?v=gBTlIaf12-4&t=92s
https://ourworldindata.org/grapher/co2-concentration-long-term
https://ourworldindata.org/grapher/co2-concentration-long-term
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Le résultat net de cette quantité supplémentaire d’énergie c’est un réchauffement
accru de I'atmosphere. Ce phénomene a été découvert par Joseph Fourier, en 1824.
Nous reviendrons en détail dans la[Section 4.5 Voici quelques données brutes qui en
témoignent :

Fait2.1.14| |- Evolution de températures pour les 800 000

derniéres années en Antarctique

8 o
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WO AL W W] 3

[ T WA N \"ml‘, \ { A | WW M| s 8
\ | \ | \ | | | 19

800 700 600 500 400 300 200 100 0

Il ya des milliers d'années

Fait21.15| |- Evolution de la température et La concentration

de CO,.

Le plus remarquable n’est pas 'augmentation de la température, mais la vitesse
de cette augmentation.

Temperature and CO, Records
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Source pour I'imagel.



https://fr.wikipedia.org/wiki/Projet_EPICA
http://archives.esf.org/coordinating-research/research-networking-programmes/life-earth-and-environmental-sciences-lee/completed-esf-research-networking-programmes-in-life-earth-and-environmental-sciences/european-project-for-ice-coring-in-antarctica-epica-page-1/more-information.html
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Co2-temperature-records.svg
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Linfluence humaine a réchauffé le climat a un rythme qui est sans précédent au
cours des 2000 dernieres années au moins. Depuis la révolution industrielle, les
températures ont déja augmenté de 1,2 degrés Celsius :

a) Change in global surface temperature (decadal average)
as reconstructed (1-2000) and observed (1850-2020)

g O
2.0

Warming is unprecedented

in more than 2000 years N
1.5

Warmest multi-century
period in more than

L 10 1.0 100,000 years

observed

+ 0.2

reconstructed

-0.5

| e
1 500 1000 1500 1850 2020

Figure SPM.1

Fait2.1.17

Le CO, n’est pas le seul responsable de I'effet de serre. Le méthane (C H,) et la
vapeur d’eau sont tout aussi importants. Les émissions mondiales de méthane
ont augmenté depuis 1750, contribuant a environ 0, 6°C' du réchauffement actuel
de 1,2°C. Elles proviennent des énergies fossiles, de I'élevage, des déchets et
de la riziculture (voir Figure 5.14)



https://www.ipcc.ch/report/ar6/wg1/downloads/outreach/IPCC_AR6_WGI_SPM_Basic_Slide_Deck_Figures.pdf
https://www.ipcc.ch/report/ar6/wg1/downloads/outreach/IPCC_AR6_WGI_SPM_Basic_Slide_Deck_Figures.pdf
https://www.ipcc.ch/report/ar6/wg1/downloads/report/IPCC_AR6_WGI_Chapter_05.pdf
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(b) Atmospheric CH4 concentration
1800
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La hausse des températures peut déclencher certaines boucles de rétroaction
positive qui vont accélérer le processus dans un cycle de dégradation sans fin :

+ (Albedo)

+ (vapeur d’eau du réchauffement des océans)

effet de serre

/" température

Scénario 2.1.19

Dans ses rapports, le GIEC présente des différents scénarios de ce qui pourrait

arriver si nous ne stoppons pas radicalement les émissions de gaz ¢ effet de
serre a partir d’aujourd’hui :



https://www.ipcc.ch/report/ar6/wg1/downloads/outreach/IPCC_AR6_WGI_SPM_Basic_Slide_Deck_Figures.pdf
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Un scénario de stagnation
des émissions de GES
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— Augmentation de la température en surface :

a) Global surface temperature change relative to 1850-1900

«0 B & @ O L) 3

— Augmentation du niveau de la mer :
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https://www.youtube.com/watch?v=gYf2dm8G1QE
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d) Global mean sea level change relative to 1900

m
2
1.5 T T .
Low-likelihood, high-impact storyline,
including ice sheet instability
1 processes, under SSP5-8.5——— .-°
SSP5-8.5
o SSP3-7.0
SSP2-4.5
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— Disparition des calottes glaciaires dans les péles

b) September Arctic sea ice area
10¢ km?
10

Quatre degrés de plus ou quatre degrés de moins ce n’est pas négligeable. Voici
une photo de la Terre avec 4 degrés de moins pendant la derniére ére glaciaire.



2.1. Quelques données graphiques

32

Voici 'Europe avec quatre degrés de moins. La couverture de glace a une
épaisseur de 3 km.

Aujourd’hui on parle donc d’'une augmentation de méme ampleur qu’une dégla-
ciation, mais 100 fois plus vite.
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Remarque 2.1.21

Laccord de Paris vise a limiter le réchauffement climatique a un maximum
de 2 degrés. En termes physiques, cela signifie que nous devons réduire nos
émissions de 5% par an. Pour avoir une idée, cela n’a été réalisé que trois
fois dans l'histoire : la crise de 1932, pendant la Seconde Guerre mondiale, et
maintenant avec la crise Covid. Nous allons donc avoir besoin de I'équivalent
d’une crise covid par an pour respecter I'accord.

2.2. Une vision systémique.

Probleme 2.2.1

Lensemble de ces donnéees semble établir une tendance historique entre la
croissance économique mondiale et 'augmentation de la température.

Croissance économique

,ﬂ
2. \1 (Fait 2.1.4)

instabilité climatique Consommation d’énergie
A
(Rapports du GIEC)| + + (80%) (Fait2.1.3)
Y
Augmentation temperature énergies fossiles

(Fait 2.1.15) (Thermodynamiqu\ /Zombustion) (Fait 2.1.7)

Augmentation CO;

Chaque lien pose un probleme :

— Probléme de découplage globale : La croissance économique a niveau
globale peut-elle se poursuivre indéfiniment en étant toujours liée a une



https://www.ipcc.ch/sr15/
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augmentation de la consommation d’énergie ? La croissance économique
a niveau globale est-elle possible sans une augmentation globale de la
consommation d’énergie ? Voir la|Section 4.6 et [|Exemple 5.2.6|

— Probléme de transition : Est-il possible de substituer les 80% de com-
bustibles fossiles par d’autres sources sans déclencher I'effondrement
économique ? Disposons-nous encore de I'énergie et des marges de CO,
nécessaires pour fabriquer cette transition ? Voir[Probleme 2.2.4] [Fait 2.2.5

et IIExemple 3.8.3]

— Pouvons-nous trouver et utiliser massivement des technologies de capture
du carbone ? Peut-on taxer les émissions de carbone sans compromettre
la croissance économique ?

— Problemes de résilience et d’adaptation - pouvons-nous adapter nos vies
et préparer notre société a un monde plus chaud ? Voir le [Probleme 2.2.4]

— Léchelle de temps : combien de temps nous avons avant de perdre la
possibilité d’agir sur le systéme ? Quelles sont les conséquences de
chaque seconde de inaction ? Voir |[Exemple 5.3.1|

Remarque 2.2.2

Le découplage de la croissance économique et de I'énergie ou des émissions de
CO, doit étre global. Un découplage local doit étre interprété avec beaucoup de
prudence puisque, comme dans le cas francgais, cela peut simplement signifier
que les émissions sont délocalisées du territoire francais mais cachées sous
forme d’'importations en provenance d’autres pays.

L’empreinte carbone grevée
par les importations
En millions de tonnes équivalent CO,

800

700 .
Empreinte carbone totale

600

500 Empreinte carbone associée aux importations

400

Empreinte carbone intérieure

1995 2000 2005 2010 2015 2017



https://www.statistiques.developpement-durable.gouv.fr/estimation-de-lempreinte-carbone-de-1995-2019
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Remarque 2.2.3

Il n’y a ni réponses absolues ni solutions miracles aux questions posées dans le
Probleme 2.2.1l Tres souvent on assiste a des tentatives de réfuter un débat
sérieux du [Probleme 2.2.1| en faisant appel aux nouvelles technologies et a
une meilleure efficacité énergétigue comme solutions miraculeuses. Ce sont
srement des ingrédients importants et il faut les intégrer, mais il faut aussi
prendre en compte que la technologie et I'efficacité ont suivi aussi une tendance
de performance historique au cours du XX siecle. Ce n’est pas pour autant que
la consommation d’énergie et les émissions ont diminué. Bien au contraire.

D’une autre part, comme I'a découvert Sadi Carnot, la physique elle-méme nous
impose via les principes de la thermodynamique, des limites a la performance :

"L'on a souvent agité la question de savoir si la puissance motrice de la chaleur
est limitée, ou si elle est sans bornes ; si les perfectionnements possibles des
machines a feu ont un terme assignable, terme que la nature des choses
empéche de dépasser par quelque moyen que ce Soit, ou Si au contraire ces
perfectionnements sont susceptibles d’une extension indéfinie." Carnot, 1824

Prenons I'exemple d’'une centrale thermique, ou d’'un moteur a combustion d’'une
voiture. Les deux fonctionnent selon le méme principe : il y a une source de
chaleur a une certaine température T, ( par exemple, de 'eau chaude dans le
cas de la centrale, ou la combustion de I'essence dans le cas d’'une voiture). La
source chaude va fournir une certaine quantité d’énergie sous forme de chaleur
Q.. Une partie de cette énergie 1V sera transformée en travail mécanique (dans
'exemple de la centrale, la vapeur d’eau évaporée fera tourner des turbines,
dans le cas de la voiture, les pistons), le reste de I'énergie - ). - sera perdu
dans I'environnement a une certaine température 7..

W
Qe Qe

T, —> T,

Le premier principe de la thermodynamique (la loi de conservation de I'énergie)
implique que

Qc =W+ Qe
Le rendement ¢ est donc défini comme
€ = K
e

Sie=1alors il n'y a pas de pertes d’énergie vers I'environnement. Le deuxieme
principe de la thermodynamique nous dit que dans le meilleur des cas, on a une
situation de proportionnalité :



https://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_44.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_44.html
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Donc

Qc - Qe (QC - %QC) Te

€ = = = —_ —

QC QC TC

Donc, le rendement physique maximal autorisé ne dépend que de la température
de la source chaude et du réservoir froid.

— La centrale thermique fonctionne entre la température 7, = 600°C = 873K
et 7. = 15°C = 288K pour un rendement théorique maximal de
e=1-38=0.67, donc 67%.

— Pour une voiture, comme la température de combustion de I'essence est
d’environ 550 K, on aura un rendement de ¢ = 0.47, donc 47%.

En réalité, des vraies centrales thermiques et des vraies voitures n’atteignent
que la moitié de I'efficacité théorique maximale, soit environ 30% pour la centrale
et 25% pour les voitures.

Probleme 2.2.4

Dans un monde ou le climat change, nous devrons consacrer une quantité
croissante de ressources énergétiques pour lutter et nous adapter a ces chan-
gements, complétant ainsi une autre boucle de rétroaction

besoin de lutter contre les effets du changement climatique

Augmentation CO, consommation d’énergie

A

Méme si le changement climatique ne nous pousse pas a abandonner les
combustibles fossiles, I'épuisement des réserves risque de le faire. Dans les
années 50, Hubbert avait prédit le pic de la production américaine de pétrole
conventionnel, qui s’est produit une dizaine d’années plus tard. Ce n’est que
grace au pétrole non conventionnel que plus récemment, notamment apres la



https://en.wikipedia.org/wiki/Hubbert_peak_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Tight_oil
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crise financiére de 2009, les Etats-Unis ont réussi a relancer leur production :

Hubbert's peak prediction vs. actual oil production in the United States  EEG

Hubbert's hypothesis of peak oil production in the United States, alongside actual oil production trends in the United
States, both measured in barrels per year.

3.5 billion

n Data
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Au niveau mondial un pic de pétrole conventionnel a deja ete depasse en
2008 . La rythme auquel nous trouvons de nouveaux puits suggere que c’était

effectivement le maximum (voir I[Exemple 3.8.3).



https://ourworldindata.org/grapher/hubberts-peak-vs-actual-oil-production-in-the-united-states?country=~USA
https://ourworldindata.org/grapher/oil-production-by-country
https://www.iea.org/reports/world-energy-outlook-2018
https://www.iea.org/reports/world-energy-outlook-2018
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Production de pétrole brut des 16 principaux pays fournisseurs
(projections post-2020)

+ US Light Tight Oil - estimation haute
# US Light Tight Oil - estimation basse
20 mUS Light Tight Oil - Historique
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Voir |'article. Ce déclin risque de rendre I'énergie moins abondante. Nous
ne pouvons pas ignorer qu’une transition énergétique des combustibles
fossiles vers une autre source d’énergie nécessitera elle-méme d’'un apport
d’énergétique (construction d’éoliennes, extraction de minéraux pour électrifier
le réseau et construire des batteries, etc). Ce risque doit étre intégré dans tout

Paradigme 2.2.6

Voici notre paradigme :

probléeme.

d’énergie.

fossiles.

— La consommation massive énergie des combustibles fossiles a créé un

— Toute solution technologique a ce probleme nécessite d’un apport initial

— Les combustibles fossiles sont de moins bon marché mais la mise en place
de toutes les sources d’énergie alternatives nécessite des combustibles

Il'y a des arguments d’analyse mathématique qui peuvent nous aider a fixer des
limites et a nous guider vers des solutions réalistes. C’est ce que nous allons essayer

d’expliquer dans les prochains chapitres.


https://theshiftproject.org/article/nouveau-rapport-approvisionnement-petrolier-europe/
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0306261921011673
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Fait2.2.7

Le réchauffement climatique n’est pas le seul probleme systémique auquel nous
sommes confrontés. Le systeme Terre est constitué de différents composants
inter-connectés, qui s’influencent mutuellement. Nous avons déja atteint un
niveau critique pour plusieurs d’entre eux et courons le risque d’aller au-dela du
point de rupture.

CLIMATE CHANGE

Increasing risk

STRATOSPHERIC OZONE
DEPLETION

(Not yet quantified)

ﬂt@

i ATMOSPHERIC
; AEROSOL
’ LOADING

(Not yet quantified)

LAND-SYSTEM
CHANGE

OCEAN
ACIDIFICATION
FRESHWATER USE

Cliquez.

2.3. Lobjectif du cours

Remarque 2.3.1

Les courbes des|Faits 2.1.1]a[2.1.3, [2.1.7]et[2.1.11], ont toutes la méme forme :



https://www.stockholmresilience.org/research/planetary-boundaries.html
https://www.youtube.com/watch?v=RgqtrlixYR4

2.3. Lobjectif du cours

40

Lobjectif principal de ce cours est d’expliquer que tous ces exemples sont des
exemples de croissance exponentielle.

Remarque 2.3.2

Nous avons également vu dans les |[Fait 2.1.18] et |Problemes 2.2.1]
et qu'une partie du probléeme climatigue c’est I'existence de

boucles de rétroaction positive :

+
k=

—

Voici le résultat principal que nous allons montrer dans ce cours :
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Théoreme 2.3.3 Résultat principal du cours

Toute boucle de rétroaction positive entraine une croissance exponentielle, et

inversement, toute croissance exponentielle résulte d’'une boucle de rétroaction
positive.




3

Analyse de fonctions

3.1. Introduction

Les fonctions que nous allons étudier sont des fonctions a valeurs réelles. Voici
quelques exemples :

— La consommation d’énergie en fonction du temps au fil des années;
— Laugmentation de température en fonction de la concentration de COs ;
— I’évolution d’une population en fonction de I'accés a des ressources vitales ;

— Lévolution des prix de I'énergie en fonction de la difficulté d’acces a la
source d’énergie.

— Lévolution d’'un phénomeéne avec des boucles de rétroaction.
— La température en fonction de la région.

— etc.

Pour expliquer la croissance exponentielle (voir[Théoreme 2.3.3) , nous aurons
besoin de nombreux résultats préliminaires. Nous devons donc commencer par des
étapes et des raisonnements mathématiques plus simples. C’est I'objectif de ce cha-
pitre. La preuve du [Théoréme 2.3.3 sera donnée dans le

lllustrons a I'aide d’'un exemple le type de raisonnement mathématique que I'on
doit étre capable de maitriser :

42
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Théoreme 3.1.2 Borsuk-Ulam

Il'y a toujours deux points opposés sur la ligne de I'équateur qui ont la méme
température.
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\NEs /)

N\ <
NS

AR
is
;,/

A N

o

Voici une autre version du méme probleme :

Quand j’avais 4 ans, je faisais 1 métre. A 15 ans, 1.6 métres. Donc, & un moment
donné, entre 4 ans et 15 ans, je faisais 1.3 meétres.

Context 3.1.4

Dans les deux cas, nous avons le méme mécanisme sous-jacent :

— le domaine de définition du probléme. Pour 'enoncé [Théeoreme 3.1.2] il
s’agit de I'équateur. Pour IExemple 3.1.3] l'intervalle d’ages 4-15 ans. Dans
les deux cas, le domaine de définition n’a aucune interruption.

— Une fonction qui attribue a chaque élément du domaine de définition, un
nombre. Pour I]Theoreme 3.1.2, a chaque point de I'équateur on associe
la différence de températures entre ce point et son opposeé.
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~ R
T(0+180°)—T(6)

Pour IExemple 3.1.3| a chaque age dans l'intervalle d’ages 4-15 ans, on
associe la hauteur.

[4,15] ~ R

hauteur

— Finalement, la logique sous-jacente est la suivante :

"Comme il n’ y pas d’interruptions dans le domaine de définition, et comme
les fonctions "différence de températures” et "hauteur" sont continues, il
ne peut pas y avoir d’interruptions dans I'ensemble des valeurs obtenues."

Ce résultat n’est pas évident. Il nécessite deux ingrédients :

— le premier est une propriété fondamentale des nombres réels - a savoir,
gu’il N’y a pas d’interruption entre deux nombres réels. Concretement, cela
veut dire la chose suivante. Prenez deux nombres quelconques, z et y,
différents avec = < y. Alors, il existe toujours un nombre = strictement
compris entre eux : x < z < y.

— le deuxiéme c’est la notion de fonction continue qui garantit que s’il n'y a
pas d’interruptions dans le domaine, il n’y aura pas d’interruptions dans
'ensemble des valeurs obtenues.

Nous allons donner une démonstration du [Théoreme 3.1.2/dans la[Preuve 3.4.26
en bas.
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3.2. Connexité des nombres réelles

Donc, on ne peut éviter une discussion a propos du type de données a analyser :
des nombres réels. Dans ce document, nous avons déja considéré les nombres
naturels

N=1{0,1,2,3,..}
des nombres entiers

Z=A..,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}
des rationnels Q = {* : n,m € Z} et maintenant des nombres réels R :

Prenons une feuille de papier format A4. Quand on plie la feuille en deux, le
grand cété est réduit de moitié et on obtient une feuille A5.

1. Déterminer le ratio » entre le grand c6té et petit céte de la feuille A4.
2. Montrer que r n’est pas un nombre rationnel.

Par exemple, dans IlQuizz 3.2.1| nous avons vu apparaitre naturellement le
nombre v/2 comme solution de I'équation 2> = 2. Nous avons montré qu’il n’est
pas rationnel.

Comment le calculer ? Extraire la racine carré de 2 c’est trouver un carré dont
l'aire est 2. En prenant un rectangle de c6té arbitraire [, et de méme aire 2, il
est nécessaire que la longueur de I'autre c6té soit 2 . Mais ce rectangle n’est
pas carré. Pour le rendre "plus carré", il suffit de prendre un rectangle dont la
longueur [; est la moyenne arithmétique des deux cbtés précédents soit

2
lO"‘E
2

1:

et la longueur de I'autre c6té est 2 et donc I'aire reste 2. En itinérante indéfini-
ment le processus, on transforme petlt a petit le rectangle en carré de méme aire.

On peut donc appliquer I'algorithme pour un rectangle de longueur [, = 2. On
obtient une suite de nombres rationnels

3 17 577 665857
27 27 4067 470832’
ou chaque nombre rationnel successif est plus proche de v/2. En particulier,
I'expansion décimale de v/2 est infinie :
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V2 = 1.414213562373095048801688724209698078569671870...

Un autre exemple important (notamment dans le [Chapitre 4) est la racine carrée
de 10

10 = 3.162277660168379331998893544432718533719555139325216826857...

Cependant, une définition précise de v/2 ou v/10 ne doit pas dépendre du choix
d’'une approximation particuliere. Ce principe a mené Dedekind a une idée trés belle :
pour éviter de choisir une approximation particuliere, nous définissons le nombre réel
v/2 comme un ensemble, & savoir 'ensemble de toutes les approximations de /2 par
des nombres rationnelles strictement inférieures. Dedekind appelle ¢a une coupure.

Exemple 3.2.4

Lidée de Dedekind implique par exemple, que par construction le nombre réel
0.999999(..) est exactement égale a 1. En effet, dans la logique de Dedekind il faut
comparer deux sous-ensembles de Q : c’est évident que n’importe quel rationnel
plus petit que 0.999999(..) est aussi plus petit que 1. Supposons maintenant
quona{ <laveca,bcN.Doncb>aetb—a>0.Commea,b>0,o0naque
b—a > 1. Donc

il = E — b —a > 1
b b b
Comme 10° > b (voir |Exercice 1.4.10), on a
_a 1
b~ 100

et finalement

a 1
- <1—-—=0. .
2 < 07 0 999%}9 9 < 0.999999(...)

Nous ne détaillerons pas ici la construction de Dedekind. Pour ce qui nous concerne,
il nous suffit de savoir que les nombres réels R existent et qu'on a des inclusions
evidentes
NCZCQCR

compatibles avec les opérations de somme + et de produit * et la relation d’ordre <.


https://apod.nasa.gov/htmltest/gifcity/sqrt2.1mil
https://apod.nasa.gov/htmltest/gifcity/sqrt10.1mil
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Remarque 3.2.5

Chaque classe est strictement plus large que la précédente : par exemple —1 est
un entier mais pas un nombre naturel, 1 est rationnel mais pas un nombre entier,

V2 est un nombre réel que n’est pas un nombre rationnel (voir [Exemple 3.2.2).

Pour faire fonctionner le principe de raisonnement par récurrence (I'héoreme 1.3.6])
nous avons d imposer |JAxiome 1.3.5 Puisque nous n’avons pas "expliqué I'origine”
les nombres réels, afin d’établir les résultats dont nous avons besoin pour I'analyse
des fonctions, nous devrons également imposer une propriété pour laquelle, sans
entrer dans les détails de la construction de Dedekind, nous n’avons pas ici des
moyens de démonstration. Cette propriété, appelée propriété de complétude, garantit
essentiellement que, contrairement aux rationnels, entiers ou naturels, il N’y a pas
d’espaces vides entre les nombres réels.

Définition 3.2.6

On appelle partie de R un sous-ensemble E de R. On écrit £ C R.

Si a, b sont des nombres réels, on écrit

1. [a,b] = partie de R constitué de tous les nombres réels = avec = > a et

z<b;
2. [a,b[ = partie de R constitué de tous les nombres réels = avec x > a et
x <b;
3. ]a, b[ = partie de R constitué de tous les nombres réels = avec = > a et
x <b;
On dit que (1) [—, —] est fermé a gauche et a droite. On dit que (2) [—, —[ est
fermé a gauche et ouvert & droite. On dit que (3) |—, —[ est ouvert.

Finalement, si a est un nombre réel, on écrit

. |a, +oo[ = partie de R constitué de tous les nombres réels x avec = > «a;
]a +oo = partie de R constitué de tous les nombres réels = avec = > a;

. | — o0, a] = partie de R constitué de tous les nombres réels x avec = < a;
. | — 00, a] = partie de R constitué de tous les nombres réels = avec = < a;
. ] —o0 —|—oo[ R.

0 N oA~

On appelle les parties de R de la forme (1)-(8) des intervalles.

Lintervalle [0, 1] constitué de tous les nombres réels x > 0 et x < 1 est fermé en
0 et ouvert en 1.
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Définition 3.2.8

Soit £ C R une partie non-vide de R.

— On dit que E est majorée s’il existe m € R tel que pour tout element e € £
on a e < m. Dans ce cas, on dit que m est un majorant de F.

— On dit qu’un majorant m de E est une borne supérieure de F si toutes
les autres majorants de F sont plus grandes que m, c’est-a-dire : m est
le plus petit majorant. Dans ce cas on appelle m le supremum de F, et
on écrit m = sup(FE). Il découle de cette définition que le supremum de
E, s'’il existe, est unique. En effet, si m et m’ sont tous deux des borne
supérieures, alors m < m’ et m’ < m doncm =m'.

— Sisup(F) € E, on dit que sup(F) est le maximum de E.

.

Exemple 3.2.9

— [1, 3] est majoré par 3, 4, 1000, etc.
— [1, 3] est aussi majoreé par 3,4,1000, etc
— [0, +o00] est non-majoré.

Puisque nous n’avons pas expliqué la construction de Dedekind des nombres
réels, nous ne pouvons pas prouver la propriété suivante. Par conséquent, nous la
considérons ici comme un axiome.

Axiome 3.2.10 Axiome de complétude

Soit £ C R une partie non-vide et majorée. Alors E admet une borne supérieure.

Exemple 3.2.11

— Lintervalle [0, +oo[ est non-majoré donc par concerné par IJAxiome 3.2.10]

— Lintervalle [0, 1] est majoré (par exemple, par 1) et donc [{Axiome 3.2.10|
implique I'existence de sup([0,1]). On peut montrer que sup([0,1]) = 1
(faire IlExercice 3.9.2).

LIAxiome 3.2.10|implique certaines des propriétés des nombres réels qui rendent
possible I'analyse.

Proposition 3.2.12 Propriété Archimédienne

Soit x un nombre réel strictement positif. Alors il existe un nombre naturel
suffisamment grand NV € N tel que N dépasse z, ie, N > x.

Démonstration. Supposons par I'absurde que pour tout n € Nonan < z.
Alors z est un majorant de N et donc par lJAxiome 3.2.10, N admet une borne
supérieure sup(N). Prenons n un entier. Alors n + 1 est aussi un entier et donc
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par définition de borne supérieure, n + 1 < sup(N). Donc n < sup(N) — 1. Le
méme raisonement marche pour tout entier n et donc sup(N) — 1 est aussi un
majorant de N. Mais par définition de borne supérieure, sup(N) est le plus petit
des majorants. Commen sup(N) — 1 < sup(N) on a trouvé une contradiction.
Lhypothése que = est un majorant de N est donc fausse. ]

Remarque 3.2.13

La propriété Archimédienne |[Proposition 3.2.12| implique aussi le fait suivant :
Soient a et b des nombres réels strictement positifs. Alors il existe un nombre na-
turel N tel que N.a > b. En effet, posons = = £ dans I'énonce [Proposition 3.2.12)
pour trouver N > z = 2 et donc N.a > b.

Remarque 3.2.14

La propriété Archimédienne [Proposition 3.2.12|implique aussi le fait suivant :
pour tout nombre réel strictement positif r il existe un nombre rationnel de
la forme + avec 0 < £ < r. Il suffit de prendre a = r et b = 1 dans la [Re}
[marque 3.2.13|

Remarque 3.2.15

De maniere tout a fait analogue a celle de [Définition 3.2.8 on dit qu’une partie F
de R est minoré s'il existe un nombre réel M tel que tout élément f de F est plus
grand m, cad, M < f. On appelle borne inférieure de F' le plus grande minorant
eton écrit inf(F). Siinf(F') € F ondit que inf(F) est le minimum de F.
Laxiome de complétude |Axiome 3.2.10}, implique que toute partie F' non-vide de
R et minorée, admet une borne inférieure. En effet, posons donc

FE = I'ensemble des minorants de F

Par construction £ est non-vide car comme F est minoré, il existe au moins un
élément de E. Par construction E est majoré par n'importe lequel élément de
F :en effet, si f € F alors par définition pour toute € Eonae < f car e est
un minorant de F'. Donc f est un majorant de £ et donc E est majoré. Donc E
est non-vide et majoré e par I'|Axiome 3.2.10| £ admet une borne supérieure,
disons s.

On montre que s = inf(F'). On commence par montrer que s est un minorant de
F'. Par construction, s est le plus petit parmi les majorantes deF, donc s < f pour
tout f dans F'. En particulier, s est un minorant de F', donc s € E. Cependant, s
est plus grand que tous les éléments de F donc s est le plus grand minorant de
F. Donc par définition, s = inf(F).
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Trouver un nombre rationnel entre = 10-% = 0.000001 et y = 10> = 0.00001.

Proposition 3.2.17 (pas d’interruptions dans R)

Soient x et y deux nombres réels avec = < y. Alors il existe un nombre rationnel
w avec
r<w<y

Démonstration. Posons d = y — z. Comme z < y, d est strictement positif. Par
la|Remarque 3.2.13| on sait qu’il existe un n tel que nd > 1 (il suffit de poser
a=detb=1dans lajRemarque 3.2.13|). Donc nd = ny — nx > 1. Cela signifie
que la distance entre nx et ny est plus grand que 1. On va montrer que comme
la distance entre nx et ny est strictement supérieur a 1, il existe nécessairement
un nombre entier entre nz et ny. Prenons E 'ensemble des nombres entiers m
strictement plus grands que nz. Par[Proposition 3.2.12] E est non-vide et donc
par IJAxiome 1.3.5 £ admet un élément minimal qu’on appelle M. On a deux
possibilités pour M :

— soit M > ny.
— soit nx < M < ny.

On montre que la deuxieme possibilité est impossible. En effet, supposons
M > ny. Alors comme nd > 1 on a

M—-1>M—nd>ny—nd=ny— (ny—nz)=nx

Donc M — 1 > nxz etdonc (M — 1) € E. C’est donc une contradiction avec M
un élément minimal de E. O

Remarque 3.2.18

Dans la preuve de lajAxiome 3.2.10, nous aurions pu dire, eh bien, prenons w
comme la moyenne de x et y. Le probleme c’est que si x et y sont des nombres
irrationnels, leur moyenne w n’est pas a priori dans Q. Lintéret de la preuve de
IAxiome 3.2.10|c’est qu’on peut choisir w un rationnel méme si x et y ne le sont

pas
Proposition 3.2.19

Soit z un nombre réel avec x > 0. Alors x = 0 si et seulement si pour tout
nombre réel strictement positif »r > 0ona x < r.

Démonstration. Supposons que = # 0. Alors = > 0 et par|Proposition 3.2.17]il
existe un nombre rationnel w tel que 0 < w < x. Mais par hypothése, si on pose
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r=wonaz < wcarr=w > 0.Donc on a une contradiction et donc il faut que
z =0. ]

Remarque 3.2.20

Soit x < y. Supposons que pour tout » > 0 il existe un 2’ < x et y < 3/ tels que
y — 2’ < r.Alors z = y. En effet, posons d = y — = la distance entre z et y et
d =y — 2’ la distance entre 2’ et 3. Par hypothése d < d’ < r. Donc par la
[Proposition 3.2.19 d = 0 et donc =z = y.

Pour terminer, voici une version renforcée du|Proposition 3.2.17|qui sera nécessaire
plus tard, par exemple pour montrer que la fonction exponentielle existe :

Proposition 3.2.21 (pas d’interruptions dans R) - version Il

Soient E et F' des parties non-vides de R avec I'hypothése suivant : tout élément
de E est plus petit que n'importe lequel élément de F.

Alors il existe un nombre réel w tel que w se trouve dans I'espace entre I'en-
semble F et 'ensemble F, c-a-d,

e<w< f

pour tout e € E et pour tout f € F.

Pour que w soit unique, il est suffisant que pour tout nombre » > 0, il existe un
élément e dans E et un élément f dans F' telsque f —e <.

Démonstration. Par hypothése, n’importe lequel élément de F' est un majorant
de E. De la méme fagon, n'importe lequel élément de E est un minorant de
F. Donc par I'axiome de complétude (Axiome 3.2.10) et sa version pour les
bornes inférieurs (Remarque 3.2.195), on sait que £ admet une borne supérieure,
qu’'on appelle m = sup(FE), et F' admet une borne inférieure, qu’on appelle
M = inf(F). Par définition de borne supérieure, m < f pour tout f dans F' donc
m est un minorant de F', donc par définition de borne inférieure, m < M. Si
n = M on prendre w = n = M. Sin < M, on prendre w un nombre rationnel
entre z = m et y = M donnée par la[Proposition 3.2.17} Finalement, la condition
d’unicité c’est précisément la condition de la|Remarque 3.2.20[ O

3.3. Suites

Méme si pour définir les nombres réels, il fallait éviter le choix d’approximations
spécifiques, pour des raisons pratiques, nous aurons besoin de les utiliser. Introdui-
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sons un peu de terminologie :

Définition 3.3.1

— Une suite de nombres réels est une liste infinie ordonnée de nombres
(avec possibilité de répétition)

Uo ) Uy ) U T Unp—1 IR
1° éléement de la liste 2° élement de la liste 3° élément de la liste n° élément de la liste

Nous écrivons de maniére compacte (u,),en pour l'indiquer.

— On dit que (u,),en €st croissante (respectivement, décroissante) si pour
tout n > m on a u, > u,, (respectivement, u,, < u,,).

— On dit que (u,).en €st majorée (respectivement, minorée) sil existe un
nombre réel M tel que pour toutn € Nonaw, < M (resp. u, > M) .

Voici quelques exemples :

1. La suite constante égale a zéro :

1° élément de la liste * 2° élément de la liste ' 3° élément de laliste~ (n+1)° élément de la liste =

2. La suite alternée :

—1 1 —1)"
10 élement de la liste ' 20 élement de la liste * 3° 6lément de la liste "~ (n+1)° él(émen)t delaliste
3. La suite décroissante
1 1 1
1° élément de la liste ’ ’ T T
2° élement de la liste 3° élement de la liste (n+1)° élement de la liste

Remarque 3.3.3

Par exemple, dans [Exemple 3.3.2| nous aimerions pouvoir isoler la propriété ma-
thématique fondamental rendant la troisiéme suite (iii) une bonne approximation

de zéro :
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1—1 1—051—0333( ) ! =0.1 ! = 0.01 ! = 0.00001
7 =1L35=053=0 ) 7g = 01 7og = 00 75000 = & e

Pour cela, nous utilisons la caractérisation du 0 donnée par la[Proposition 3.2.19:
six > 0 alors x = 0 si et seulement si pour tout » > 0 on a = < r. Lingredient clé
c’est la|Remarque 3.2.14|: pour n'importe quel choix 0 < r on trouve un élément

i 1 1 1 1
de la suite, 5, avec 0 < < r. Enplus, pourtoutn > N,ona0 < - < & <.

Par contre, le deuxiéme exemple (ii), en raison de son comportement alterné,
ne doit pas étre considéré comme une approximation ni de 1 ni de —1.

En nous inspirant de [[Remarque 3.3.3| nous arrivons finalement a une définition
utile de la notion de bonne approximation :

Définition 3.3.4

Soir (u,).en UNe suite de nombres réels. On dit que la suite converge vers u € R
si elle vérifie la condition suivante :

pour tout » > 0, il existe une ordre N € N tel que pour tout n > N, on a

|up —ul <r

&

Dans ce cas, on dit que (u,),en €St convergente et on écrit u,, — u pour indique
que la limite est w. On utilisera aussi la notation

lim u, =u
n—-4o00

pour dire la méme chose, notamment, que la limite existe et est égale a w.

a. Voir l[Exercice 3.9.5

Remarque 3.3.5

La limite d’'une suite, quand elle existe, est unique. En effet, si u,, — l et u, —
alors pour r > 0 il existe N et N’ tels que pour tout n > maz(N, N') on a

lu, — 1| <7 et |u, =U|<r
on peut utiliser I'inégalité triangulaireff] et trouver

=V =l —up) — (" —un)| < |tp —1U| + |u, = U'| < 2r
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Quitte a changer r, on a que |l — I’| est strictement plus petit que tout réel
strictement positif. Donc, |l — | = 0 par(Remarque 3.2.14]

a. Voir l|Exercice 3.9.5

Exemple 3.3.6

— La suite (u, = 1),en converge vers 0. En effet, c’est une conséquence
directe de la discussion dans la[Remarque 3.3.3]

— La suite (u, = (—1)"),.en N'est pas convergente. En effet, pour tout ordre
n donné, nous aurons toujours des points successifs a une distance
constante |(—1)"*! — (=1)"| = 2.

— La suite (u,, = an)neN converge vers 0. En effet, on montre par récurrence

que 2" > n. Donc 0 < 5; < =. Par l[Exercice 3.9.7}(5), 5= — 0.

Proposition 3.3.7 (Bolzano)

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Démonstration. C’est une conséquence de IJAxiome 3.2.10, En effet, prenons
le sous-ensemble de R

E = {UO, Uy, U2, }

des éléments de la suite. Par construction £ est non-vide, et par hypothese, £
est majoré. L'|Axiome 3.2.10|implique que E admet une borne supérieure, s. On
montre que u,, — s. Fixons r» > 0. Alors par la propriété de borne supérieure, il
existe dans l'intervalle |s — r, s + [ au moins un élément u, de la suite. Comme
la suite est croissante, pour tout n > N, ona s > u, > ux donc u,, €|s —r,s+r|.
En particulier, |u, — s| < r. Donc la suite converge vers u. [

Remarque 3.3.8

De maniére similaire, en utilisant la|Remarque 3.2.15, on montre que toute suite
décroissante et minorée, est convergente.

Et pour finir notre boite a outils sur les nombres réels :
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Proposition 3.3.9

Soit £ une partie non-vide et majorée de R. Soit s la borne supérieure donnée
par lJAxiome 3.2.10. Alors il existe une suite (u,).cn tel que chaque u,, est un
élément de F, et avec u,, — s.

Démonstration. Soit n € N*. Alors s — = < s. Par définition de borne supérieure
de F, il existe nécessairement un élément u,, € E tel que s—% < u, < s. Posons
a, = s la suite constante et posons b,, = a,, — % Alors comme a,, converge vers
s et £ converge vers 0 (Exemple 3.3.6), par I[Exercice 3.9.7}(1), b, converge
vers s — 0 = s. Finalement, comme b,, < u,, < a,, €t b, et a,, on la méme limite s,
l{Exercice 3.9.7-(5) implique que w,, converge aussi vers s. O

Remarque 3.3.10

La [Proposition 3.3.9|admet une version pour la borne inférieure d’'un ensemble
minorée.

3.4. Fonctions continues et le théoreme des valeurs
intermédiaires.

Nous avons commencé ce chapitre en présentant plusieurs données
climatiques importantes. Nous souhaitons maintenant analyser comment ces quantités
(énergie, C'O,, température, etc.) s’influencent mutuellement, ou en d’autres termes,
dépendent les unes des autres. La notion de fonction entre deux ensembles permet
de donner un sens mathématique a cette idée.

Définition 3.4.1

Une fonction f entre deux ensembles X, Y est un sous-ensemble du produit
' C X xYtelquesi(z,y) € et (z,y) € ', alors y = ¢/. Concrétement, on
pense a I' comme une loi f qui a chaque élément € X associe un unique
élément y = f(x) dans Y. On appelle le sous-ensemble I, le graphe de f. On
appelle X le domaine de définition de f, et Y 'ensemble d’arrivée.

Exemple 3.4.2 Carte Vitale

La fonction C' ="numéro de carte Vitale" est la loi selon laquelle, a chaque
élément e d’un ensemble S = {Jacques, Olivia, Emilie, Hugo, etc} de personnes
(c’est-a-dire e est une personne), on associe un élément C(e) de 'ensemble N,



3.4. Fonctions continues et le théoréme des valeurs intermédiaires. 56

avec C'(e)= numeéro de carte Vitale de la personne e. On écrit :

C:S—N

On observe que la loi ne doit pas étre ambigué - une personne donnée ne peut
pas avoir plus qu’un numéro de carte Vitale. C’est bien pour cela qu’on demande
dans la [Définition 3.4.1|que I'élement C'(e) soit unique.

Exemple 3.4.3

Soit F' 'ensemble a deux éléments, {P, I}. La loi f qu’a chaque nombre naturel
n € N associe sa parité, c'est a dire, f(n) = P si n est un nombre pair et
f(n) = I si n est un nombre impair, détermine une fonction f : N — F.

Exemple 3.4.4

Le graphique dans I'exemple [Fait 2.1.1| présente I'évolution du PIB mondial en
fonction du temps. On peut le voir comme le graphe d’une fonction f : [0,2000] —
R*.

Exemple 3.4.5

Le graphique dans I'exemple [Fait 2.1.2| présente I'évolution de la population
mondial en fonction du temps. On peut le voir comme le graphe d’une fonction
f:[0,2000] — R+,

Exemple 3.4.6
Le graphique dans I'exemple|Fait 2.1.2|contient le graphe de plusieurs fonctions :

— En rouge en bas, I'évolution de la consommation de biomasse en fonction
du temps B : [1800,2019] — R*.

— En gris, I'évolution de la consommation de charbon en fonction du temps
C' : [1800,2019] — R™.

— Enbleu, I'évolution de la consommation de pétrole en fonction du temps
P : [1800,2019] — R*.

— efc.

Exemple 3.4.7 Mouvement brownien

La vitesse d’une particule en mouvement brownien en fonction du temps (voir le
lien)
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Exemple 3.4.8 suite

La notion de suite dans [Déefinition 3.3.1| peut étre reformulé de maniére simple :
une suite réelle est tout simplement une fonction f : N — R.

Parmi les figures suivantes, lesquelles pourraient étre le graphe d’une fonction
avec domaine sur I'axe des = ?

15
05 *
1
05
1 =5 o 3 s
05
= ) = © s 7
En o 5 o o5 7 s
05
05
1
05

S

0.5

/_\ /_\
-5 5 & 1z 15 -1 05 0 05 1 5 H



https://fr.wikipedia.org/wiki/Mouvement_brownien#/media/Fichier:Brownianmotion5particles150frame.gif
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Définition 3.4.10

Soient f : X — Y etg:Y — Z deux fonctions. La fonction composée est la
fonction go f : X — Z définie parVz € X, go f(z) = g(f(x)).

Définition 3.4.11

On dit qu’une fonction f: X — Y :
— estinjective : si pour tout z, 2’ € X, f(z) = f(2') implique = = «'.

— est surjective : si tout élément y de Y admet un antécédent, c’est a dire,
pour tout y € Y, il existe = € X tel que y = f(x);

— est bijective : si f est injective et surjective.

— admet une inverse si il existe une fonction g : Y — X telque fog(y) =y
pour tout y € Y et g(f(z)) = = pour tout = € X.

Proposition 3.4.12 Théoréeme de la bijection

Soit f : X — Y une fonction bijective. Alors f admet une fonction inverse.

Démonstration. Supposons que f est bijective. Il s’agit donc de construire
une inverse g : Y — X. Comme f est surjective, chaque y dans Y admet un
antécédent. Comme la fonction est injective, I'antécédent est unique, disons
g(y). La loi qui a y associe le seul antécédent g(y) est une fonction, qu’'on
appelle g. Par construction, f(g(y)) = y car g(y) est un antécédent de y. En
méme temps, g(f(z)) = = car g(f(x)) et = sont des antécédents de f(x) et par
hypothése I'antécédant est unique.

Admettons maintenant que f admet une fonction inverse g. On peut montrer
que f est injective et surjective. Pour voir que f est injective, supposons que
f(z) = f(2'). Alors comme g est une inverse, x = g(f(z)) et g(f(z)) = «’. Donc
Iégalité f(z) = f(2) implique g(f(x)) = g(f(z')) etdonc z = «'.
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Pour la surjectivité, prenons y € Y et sont image par g, g(y). Alors comme f est
inverse de g, f(g(y)) = y donc g(y) est un antécédent de y. O

Définition 3.4.13

Soit 7 un intervalle (Définition 3.2.6) et f : I — R une fonction définie sur 7. On
dit que f est:

— croissante sur [ (resp. strictement croissante) si pour tout a < b dans 1, on

a f(a) < f(b) (resp. f(a) < f(b)).

— décroissante sur I (resp. strictement décroissante) si pour tout a < b dans

I'ona f(b) < f(a) (resp. f(b) < f(a)).

— monotone sur I si elle est croissante sur I ou décroissante sur .

Remarque 3.4.14

Une fonction f : I — R strictement monotone est injective. En effet, supposons
que f(x) = f(y) avec = # y. Alors soit = < y soit y < x. Dans les deux cas on a
une contradiction. Supposons z < y. Alors comme f est strictement monotone,
soit f(z) < f(y) soit f(z) > f(y). Contradiction. Le méme argument marche
pour le cas y < .

Remarque 3.4.15

Soit f : I — R une fonction strictement monotone. Par[Remarque 3.4.14]elle
est donc injective. Soit J sont image. Alors f : I — J est une fonction bijective
et par le [Proposition 3.4.12| elle admet une fonction inverse g : J — I. Alors g
est aussi strictement monotone. En effet, prenons y < ¢’ dans J. Alors y = f(x)
ety = f(2'). Supposons que = > z’. Alors comme f est strictement monotone,
y = f(z) > f(z') = /. Contradiction.

Nous introduisons maintenant la définition de fonction continue - nous disons
que f est continue en x = a si f est compatible avec toutes les choix possibles
d’approximations de a.

Définition 3.4.16

Soit f : R — R et a € R. On dit que f est continue en a si pour tout suite (uy,)nex
avec u, — a, f est compatible avec passage a la limite, c’est a dire, la suite
(f(un))nen €St aussi convergente avec
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fla) = f( im w,)= lim f(u,)

n—-4o00 n—+400

On dit que f est continue si f est continue en a pour tout a« dans le domaine de

f.

Remarque 3.4.17

1. C’est une conséquence directe de la|Définition 3.4.16|que la composition
de fonctions continues est continue. En effet,siona f : R -+ Retg: R - R
continues, prenons (u,).en UNe suite réelle convergente quelconque avec
u, — u. Alors, comme f est continue, la suite (f(u,)).en €St cOnvergente,
avec

lim f(un) = f(u)

n—-4o00

Comme g est continue, la suite (g(f(u,))).en €St @aussi convergente, avec

lim g(f(un)) = g(f(u))

n—-+4o0o

Donc la composée est continue.

2. C’est une conséquence directe de la [Définition 3.4.16] et de la
(1) et (2), que la somme et le produit de fonctions continues est
encore continue

Exemple 3.4.18

1. La fonction identité f(z) = x est continue sur R.

2. La fonction f(z) = «™ peut étre obtenu comme n-fois la fonction identité
2" = g.x.x....x, donc par la[Remarque 3.4.17-(2), est continue.
—

3. Le point précédent, en combinaison avec le fait que la somme de fonctions
continues est continue (Remarque 3.4.17}(2)), implique que toute fonction
polynomial p(z) = a,z" + a,_1.2" ' + ... + a1 + ag est continue.

Remarque 3.4.19

ans l[Exemple 3.4.18-(2) nous avons le droit de faire ™ car par définition, nous
avons le droit de multiplier les nombres réels. Il est beaucoup moins évident que
nous ayons le droit d’extraire des racines carrées. Voir la[Section 3.5/ en bas.

Voici comment une hypothése de continuité peut étre utilisée comme un instrument
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de manipulation idéologique :

Exemple 3.4.20 [Changement climatique et économie]

Le prix Nobel d’économie de 2018 a eté décerné aux Américains William Nord-
haus et Paul Romer, pour leurs travaux sur l'intégration du changement clima-
tique et de l'innovation technologique dans I'analyse macro-économique. Dans
leurs travaux, ils estiment dans quelle mesure chaque degré d’augmentation
de température affectera le PIB. Pour faire ce calcul, ils supposent que 'impact
("damage") D(T') provoqué par une augmentation de température de T dégrées
est une fonction quadratique

D(T) = 0.00227 * T

La fonction D(t) est définie comme le ratio par lequel le PIB futur serait réduit,
par rapport a I'absence de changement climatique. Voici les résultats qu’ils ont
obtenus gréace a cette fonction :

b Tol survey

| —DICE-2013R model

IPCC estimate

Damages as percent of output

-3
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Global mean temperature increase (°C)

Par construction, leur choix de fonction D(T') est continue car polynomiale.
D’aprés le graphique ci-dessus on constate que pour une différence de
température de T = 4 dégrées, I'impact sur le PIB mondial est de 3,5%. A
titre de comparaison, la crise de 2008 a eu un impact d’environ 4% sur le PIB

mondial, méme que la crise du Covid.

Prenons le temps de réfléchir a leur modele et de répéter ce que nous venons
de dire - une augmentation de 4 degrés Celsius aurait un impact économique
plus faible que la crise de 2008 et la crise de 2020. Comment est-il possible
qu’un changement avec I'amplitude montrée par le [Fait 2.1.20] ait moins d’impact



https://www.youtube.com/watch?v=vwwvZ8g5eHE
https://arxiv.org/abs/2108.07847
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économique que la crise du Covid ? Qu’est-ce qui ne va pas dans leur modele ?

En bien - le probléme c’est précisément I'’hypothése de base que la fonction
d’'impact D(t) doit étre continue. Le risque du changement climatique est préci-
sément le risque d’une transition non-continue, d’'un changement de régime. Un
point de basculement dans le systéme climatique est un seuil tel que, lorsqu’il
est dépassé, peut entrainer de grands changements dans I'état du systéeme.
Voici une version modifié de la fonction d’impact de Nordhaus avec un point de
basculement en T = 4 dégrées :

_0.008T*
 4-T

Dy(T)

La différence entre D, et D est négligeable jusqu’a 1 dégrée de plus. Par
exemple D,(1) = D(1). Mais, pour une augmentation de 4 dégrées le résultat
est tres différent, par exemple

%15 Dy(T) = 400

et la fonction D, n’est plust continue en 7" = 4. Voici les graphes de D, et D.

La conclusion c’est que modéle de Nordhaus est continu par choix idéologique
et élimine a priori I'éventualité d’un point de rupture. Le second modele montre
ce qui peut se passer si 4°C est un point de rupture.

Imposer une hypothese de continuité dans un processus qui lui-méme par
nature est non-continu, n’est qu’'une maniére mathématiquement subtile de nier
idéologiquement la vraie nature du processus.
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Remarque 3.4.21

La définition de fonction continue (en = = a) dans [Définition 3.4.16| utilise les
suites comme des choix particuliers pour approximer le nombre réel a.

On peut aussi donner une définition équivalente qui permet d’éviter les suites :
on dit que f est continue en «a si pour toute distance ¢ > 0 de f(a), il existe une
distance 9 > 0 de a tel que si = est a une distance de a strictement inférieure
a J alors f(z) est a une distance de f(a) strictement inférieure a e. En notation
symbolique :

Ve>0,30>0:|z—a|l<d=|f(z)— fla)] <€ (8.1)

Ou encore .

Ve>0,36 >0,Vz €la—d,a+ = f(z) €f(z) —¢, f(z) + €] (3.2)
Montrons que les deux définitions sont équivalentes :

— supposons que f vérifie la condition en a. Soit (u,)nen UNE SUite
convergente avec u,, — a. On veut montrer que f(u,) — f(a). Soit donc
e > 0. Prenons le § donnée par (3.1). Alors comme la suite u,, — a est
convergente, pour 6 > 0 il existe N € N tel que pour tout n > N on a
lu, — a| < 6. Donc, par le choix de ¢ vérifiant la condition (3.1), on a pour
tout n > N aussi |f(u,) — f(a)] <e.

— Supposons maintenant que f ne vérifie pas la condition en a. Dans
ce cas, nous affirmons qu’il est possible de produire une suite (u,)nen
avec u, — a et telle que f(u,) ne converge pas vers f(a). En effet, la
contraposée de c’est

Je>0,Y6 > 0,3z €la—6,a+6[, f(z)¢]|f(z)—¢ f(x)+¢€ (3.3)

Fixons donc ¢ > 0 donnée par (3.3). Et donc pour chaque n > 1 on
peut poser § = + et déduire I'existence d'un u, €la — §,a + J] tel que
f(uy,) €1f(x) — e, f(x) + €[. Par construction la suite (u, ),y cOnverge vers
a car pour tout n on a |u, —a| < + (voir l[Exercice 3.9.6). Par contra la suite
des f(u,) ne converge pas vers f(a).

Définition 3.4.22

Soir f : I — R une fonction réelle définie sur un intervalle I et soit a € I. On dit
que

— la limite lim, ,,+ f(x) existe et est égale a L* € R si pour tout ¢ > 0,
il existe 0 > 0 tel que pourtoutz € TavecO < z—a < dona|f(z)—LT| <e.
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— la limite lim, .- f(x) existe et est égale a L~ si pour tout € > 0, il existe
d>0telque pourtoutz € Javeca—x <oona|f(z)—L | <e.

— lim, ., f(x) = L sipourtoute >0 , 3N tel que pour tout x > N on a
|f(z) — LI <e

La|Remarque 3.4.21|implique directement que :

Corollaire 3.4.23

Soit f : I — R une fonction continue définie sur un intervalle 7. Soit a € I. Alors
f est continue en a si et seulement si les limites lim, .- f(x) et lim,_,,+ f(x)
existent et on a

lim f(z) = f(a) = lim f(a)

T—a~ z—at

Proposition 3.4.24

Soit X une partie de R et f une fonction réelle définie et croissante sur X. Soit
¢ € R avec la propriété suivant : si I est un intervalle ouvert, et ¢ € I, alors
INX #0(. Soit

E={zeX :z<c}
Alors
lim f(z) = sup(f(E)) < 400

T—Cc

Démonstration. On a deux cas. Soit sup(f(E)) = +oo soit sup(f(E)) < +oo.

Considérons d’abord le deuxiéme cas. Par définition de borne inférieure, pour
tout » > 0 il existe un y € f(£) avec

sup(f(E)) —r <y < sup(f(E))

Par définition de f(E), il existe donc ¢ € X, ¢ < c avec f(¢') = y. On obtient
que pour tout x avec ¢ < x < ¢, comme la fonction est croissante, on a

sup(f(E)) < f(d) =y < f(z) < sup(f(E))
On pose § = ¢ — ¢ . Par la|Définition 3.4.22|on a

lim f(z) = sup(f(F))

T—Cc—

Supposons maintenant que sup(f(E)) = +oo. Alors par définition de borne
supérieure, pour tout M € R, il existe ¢ < c avec f(¢’) > M. Donc pour tout x
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avec ¢ < = < ¢, comme la fonction est croissante, on f(z) > f(¢) > M. Donc
par la|Définition 3.4.22 on a lim, .- f(z) = +oc.

]

Théoreme 3.4.25 (Théoreme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction réelle définie et continue sur l'intervalle I. Soient u, w, v des
nombres réels avec
u<<w<v

Alors il existe aussi z dans I tel que w = f(z).

Prenons I'ensemble
E={tel:t<y, f(t) <w}

Aussi par construction F est majoré car sit € E, alors t < y. Donc par I’
IAxiome 3.2.10| £ admet une borne supérieure, s et par définition de borne
supérieure, s < y car y est un majorant.

On montre que la continuité de f implique que w = f(s), en deux étapes :

— f(s) < w : Parla[Proposition 3.3.9|on sait qu’il existe une suite d’elements
dans E, (u,)nen avec u, — s. Par 'hipothése de continuité de f, on a que

Donc par |[Exercice 3.9.7-(3) on sait que f(s) < w.

— f(s) > w : Comme w < v, par l'item précédenton a f(s) <w < v = f(y)
et donc s < y. Pour tout t avec s < t < y, on a donc f(t) > w. En effet,
si f(t) < w, alorst € E etdonc t < s. Encore par la|Proposition 3.3.9] il
existe une suite d’élements s < t,, < y avec ¢, — s avec f(t,) > w. Par la
continuité de f et|Exercice 3.9.7-(3) on sait que f(s) > w.

]

Supposons qu'il existe = dans I tel que u = f(z) et y dans I tel que v = f(y).

Démonstration. Supposons que =z < y. Sinon, on change le réle de = e y.

Par hypothése, comme f(z) = u < w, E contient = et donc E est non-vide.

f(un) — f(s). Mais par définition de E, pour chaque n > 0ona f(u,) < w.

Preuve 3.4.26 du théoreme )

En effet, c’est une conséquence du|lheoreme 3.4.25, On considére I'angle 6 sur
I'équateur avec 6 € R. On suppose que la température est une fonction continue
T : R — R avec la condition périodique 7'(z) = T'(z + 2m). On considére donc la
fonction de rotation de 180° :

R:R—R

définie par R(f) = 6 + =. La fonction R est continue. On pose la fonction sur
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AT:R—-R

AT(0) = T(R(0)) — T(0)

La fonction AT est continue (somme de fonctions continues). Aussi, par construc-
tion, AT(0) = T(x) — T(0) et AT(x) = T(2x) — T(x) = T(0) — T(x) donc
AT(0) = —AT(m). Si AT(0) = 0, on a fini la preuve. Supposons AT'(0) # 0.
Comme AT(0) = —AT(n) et AT(0) # 0, soit AT(0) > 0 et AT(w) < 0 soit
AT(0) < 0 et AT(r) > 0. Comme AT(0) < 0 < AT(m) ou AT (7) < 0 < AT(0),
dans les deux cas le[Theoreme 3.4.25|implique I'existence d’un point ¢ € [0, 7]
ou AT (¢) =0,donc T'(c) =T (c+ ).

Remarque 3.4.27

Le[Theoreme 3.4.25 peut aussi étre énoncé de la fagon suivante :

Soit f une fonction réelle, continue, définie sur un intervalle I. Alors 'ensemble
image de I, f(I), est aussi un intervalle. Pour montrer ¢a on a besoin d’'une
caractérisation des intervalles : soit £ une partie de R. Alors E est un intervalle
si et seulement si pour tout z,y € Fetx < z < y, alors z € F.

La condition est clairement nécessaire. Pour montrer qu’elle est aussi suffisant,
prenons le inf(E) et le sup(E) (on peut avoir inf(FE) = —oco ou sup(E) = +00).
Prenons donc z € R avec inf(F) < z < sup(E). On cherche a montrer que z €
E. Mais par définition de inf(FE) il existe donc z € E avec inf(F) < x < z (sinon
z serait > inf(F)). Par définition de sup(F), il existe y € E avec z < y < sup(E)
donc z < z < y avec z,y € E et par 'hypothése z € E. Il faut donc que F soit
de la forme

[inf(E), sup(E)], linf(E)),sup(E)], [inf(E),sup(E)[ou linf(E), sup(E)[

3.5. Existence des racines n-iemes

Dans |Exemp|e 3.2.2| nous avons construit une séquence qui converge vers v/2. Ce
n’est pas évident qu’il existe une racine carrée unigue pour chaque nombre positif. En
fait, nous disposons déja de presque tous les outils nécessaires pour montrer que des
nombres tels que Va existent pour tout nombre réel positif « :
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Théoreme 3.5.1 (Théoreme de la bijection - version continue)

Soit f une fonction réelle continue, strictement monotone,définie sur un intervalle
I. Soit J sont image que par le [Théoreme 3.4.25| et la |Remarque 3.4.27| est
aussi un intervalle. Alors la fonction f admet une fonction inverse g : J — 1,
continue et strictement monotone.

Démonstration. On commence par montrer I'existence de l'inverse. Grace a
la |Remarque 3.4.14} la fonction est injective sur . Par définition de I'image,
f est surjective sur J. Donc par le |Proposition 3.4.12| f admet une fonction
inverse g : J — I. Par la[Remarque 3.4.195] g est strictement monotone. Il reste
a démontrer que g est une fonction continue (Définition 3.4.16).

Prenons y € J et supposons que g(y) n'est pas une borne de I. Supposons f
strictement croissante (le méme argument marche pour f strictement décrois-
sante ) . Soit ¥, — y une suite d’élements de J qui converge vers y. lIs faut
montrer que g(y,) — g(y). Prenons ¢ > 0 tel que l'intervalle Jg(y) — €, g(y) + €]
soit encore contenu dans /. Comme f est strictement croissante, on a

fla(y) —e) < fl9(y)) =y < flg(y) +¢)

Comme y, — y, il existe un N > 0 tel que pour toutn > N ona f(g(y) —¢) <
yn < f(g9(y) + €). Comme g est strictement croissante, on aura aussi

9(y) —e=g(flg(y) —€)) < glyn) < g(f(g(y) +¢)) = g(y) +e

et donc ¢(y,) — g(y). ll reste le cas ou g(y) est une borne de I. Le méme
argument marche, il suffit de considérer des "demi-intervalles". O

Corollaire 3.5.2

Soit n € N, n > 1. Soit @ un nombre réel positif. Alors a admet une unique racine
n-iéme {/a positive. En plus, la fonction {/— : [0, +-o00[— [0, +00o[ est bien définie
et strictement croissante.

Démonstration. Prenons la fonction f(z) = «™ définie sur [0, +o0o[— [0, +ool.
Alors f est continue (par [Exemple 3.4.18-(2)). On vérifie aussi que [ est
strictement monotone : en effet, si [z,y,2,€ [0,+c] et x < y alors z.z < y.z.
Donc, z.x < x.y < y.y. Par récurrence, x" < y".

Finalement, par le[Théoreme 3.5.1 f admet une fonction inverse g : [0, +o00[—
[0, +00] aussi strictement monotone. Par définition de fonction inverse, on a pour
chaque a > 0, f(g(a)) = g(a)™ = a. Donc g(a) est une racine n-iéme de a. Par le
the6reme de la bijection elle est donc unique sur [0, +o0]. O
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3.6. Existence de maximum et minimum

Pour conclure notre libraire de théoremes pour les fonctions continues, on montre
que toute fonction continue définie sur un intervalle fermé admet un maximum et un mi-
nimum. Pour démontrer ce résultat on aura besoin de quelques notions préliminaires :

Définition 3.6.1

— Soit 7 un intervalle et f : I — R une fonction. On dit que f admet un
maximum en a € R si pour tout z € I on a f(a) > f(x). Dans ce cas, on
dit que m = f(a) est un maximum de f sur I. On dit que f admet un
minimum en a € I sipourtoutz € Tona f(a) < f(z). Ondit que f(a) est
un extremum de f s’il s’agit d’'un maximum ou minimum de f.

— On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local en a € I S’il existe
un intervalle J C I avec a € J tel que pourtout z € Jona f(a) > f(z) (

resp. f(a) < f(x)).

Définition 3.6.2

Soit (x,,)nen UNe suite de nombres réels. On peut la voir comme une fonction
z : N — R. Une sous-suite de z est la donnée d’'une fonction strictement
croissante ¢ : N — N et de la nouvelle suite donnée par la composition = o ¢. On
la note par (x4 ) ken-

Remarque 3.6.3

Soit (z,)nen UNE suite convergente avec =, — z. Alors toute sous-suite de
(zn)nen CcONverge aussi vers x. En effet, prenons (z,,, ) une sous-suite et ¢ > 0.
Comme la suite des z,, converge vers z, il existe N tel que pour tout n» > N, on
a |z, — x| < e. Par définition de sous-suite, il existe donc un K > 0 tel que pour
tout £ > K on aura n, > N. Donc, on aura que pour tout £ > K, |z,, — 2| <e.

Proposition 3.6.4

Soit (z,,).en UNe suite majorée et minorée. Alors on peut extraire de (z,,),en UNE
sous-suite convergente.

Démonstration. |l s’agit une stratégie de chasse. Comme la suite est bornée,
on peut supposer qu’il existe R > 0 assez grand tel que tous les termes de la
suite sont dans l'intervalle [—R, R].
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On découpe lintervalle [—R, R] et on prend une des moitiés contenant une
infinité de termes. C’est possible que les deux moitiés aient une infinité de
termes, dans ce cas, choisissez une moitié quelconque. Ici, par exemple on
prendre [; :

Nous appliquons la stratégie pour I; : nous découpons I; en deux et nous
choisissons l'une des moitiés contenant une infinité de termes. Ici, par exemple,
I :

I

—R 0 R
pour I3
—‘—o—o—o—o—o—ﬁ—o—o—o—‘—
—R 0 R

pour I,
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etc.

On se retrouve donc avec une suite infinie d’intervalles, le suivant un sous-
ensemble du précédent

.CLCL,CI3CLCIL C[-R, R

et par construction, I'intervalle ,, a une longueur £%. On pose :

a, =minl, , b,=maxl,

les extrémités des intervalles successifs. Par construction la suite des a,, est
croissante et la suite des b,, et décroissante. Aussi, on a que b, — a,, = % donc
(b, — a,) — 0. Les suites a,, et b, sont donc convergentes avec la méme limite

(voir[Exercice 3.9.7-(6)).

On construit maintenant une sous-suite « de (x,,) par la recette suivante :

Le premier terme c’est uy = x,. Pour le deuxieme terme, peut-étre que 1, -,
etc ne sont pas dans /; mais comme par construction /; contient un nombre
infinie de termes il aura surement un premier élément de la suite, disons x,,, qui
est dans [;. Posons u; = x,,, ce premier terme.

De la méme fagon pour I,, peut-étre que x,,, 1, x,, 12, €lc ne sont pas dans I
mais comme par construction I, contient aussi un nombre infinie de termes

il aura surement un premier €lément de la suite, disons z,, qui est dans L.

Posons uy = z,,, :
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Ty

I

En itérant cette construction, nous avons construit une sous-suite (z,, )ren avec
Zn, € Ij, donc

ap < T, < by

Par I[Exercice 3.9.7}5, comme les deux suites a,, et b, sont convergentes, la
sous-suite (z,, )xen QUSSI.

Théoréeme 3.6.5

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors f atteint une
valeur maximale et une valeur minimale.

Démonstration. On donne I'argument pour le maximum. Le méme argument
marche aussi pour le minimum. On commence par montrer que f est majorée.
Supposons que f n’est pas majorée. Alors pour tout n > 0 il existe z,, € [a, ]
tel que f(z,) > n. A priori le suite (z,) n’est pas convergente mais par
[Proposition 3.6.4| on peut extraire une sous-suite convergente u,, — u. Alors
comme f est continue, f(u,,) — f(u). On a donc une contradiction.

Prenons J = f([a,b]) 'image de f. Comme J est non-vide et f est majorée,
par IJAxiome 3.2.10| J admet une borne supérieure, disons M. On montre qu’il
existe un ¢ € [a,b] tel que f(c) = M. Par la |Proposition 3.3.9, il existe une
suite d’élements y,, € J tel que y, — M. Par définition de J, pour chaque y,
il existe un élément z,, € [a,b] tel que f(z,) = y,. Par la|Proposition 3.6.4|la
suite (x,,) admet une sous-suite convergente, disons (z,, ) — x. Comme f est
continue, f(z,,) — f(x). Mais f(z,,) est une sous-suite de y,, et donc par la
[Remarque 3.6.3|, f(z,,) — M. Comme la limite est unique (Remarque 3.3.5),
ona f(x)) = M. O

3.7. Taux de Variation et la fonction dérivée
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Remarque 3.7.1

Il ne suffit pas de connaitre la configuration instantanée d’'un systeme pour
prédire son évolution. Cliquez sur la vidéo :

Ce qui est curieux dans cette vidéo, ce n’est évidemment pas la description
de la photo. Ce qui est inhabituel, c’est précisément le vecteur vitesse. Si nous
avions eu la connaissance préalable des vitesses, nous n’aurions pas été pris
par surprise.

Dans le ce qui est également inédit, ce n’est pas la valeur absolue
de la température mais le rythme du changement.

Définition 3.7.3

Soit f : I — R une fonction, a un point a I'interieur de 7. On considére la limite

_ fla+h)— f(a)
e h (34)

On dit que la fonction f est dérivable en un point « si la limite (3.4) existe. On dit
que f est dérivable si elle est dérivable en tout point a dans sont domaine. Si la
fonction est dérivable on pose [’ : I — R la fonction

a f'(a) = lim

fla+h) = f(a)
h



https://youtu.be/lLgPTJWAysY?t=10
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l On appelle f’ la fonction dérivée de f. J

Exemple 3.7.4

— La fonction constante f : R — R, f(x) = ¢, Vx € R est dérivable sur R. En
effet, pour chaque z € Ron a

o J@EW = @) e—c 0
h—0 h h—0 h h—0 h

donc f' = 0 est la fonction nulle.
— Soitn € N avec n > 1. La fonction f(z) = 2™ est dérivable sur R. En effet :

lim flz+h)— f(x) . (x+h)"—z
h—0 h h—0 h

La formule du binbme (exercice : montrer par récurrence) donne (z+h)" =
"+ k.Y, (e e, d'ou

h)" — x™ o+ h >0 (TR — 2
h—0 h h—0
hoSom, (Dam ki
= lim L1 (1) =n.a" !
h—0 h

dou (z") = n.z" L.

— Lafonction f(z) = |z| n'est pas dérivable en = = 0. En effet,

lim 0+ A= 10] _ lim =1
h—0+ h h—0t h
. |(04+R)| — |0 . —h
| =N = =]
higl* h hlf(gl* h

Proposition 3.7.5

1. La somme de fonctions dérivables en en point a est dérivable en a.
2. Le produit de fonctions f et g dérivables en a est dérivable en a.

3.Sig: 1 — Jestdérivableena € I et f:J — R est dérivable en f(a),
alors f o g est dérivable en a.
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4. Si f : I — R est dérivable en I alors f est continue en 1.

5.Si f : I — J est dérivable en a € I avec f'(a) # 0 et f admet une
fonction inverse g continue, alors l'inverse est dérivable en f(a) et on a

/ _ 1
g (f(a)) = F(@)"
Démonstration.

1. Exercice.
2. On démontre (2) : En effet :

(fg)(a+h) = (f-9)(a) fla+h).gla+h) - fla).g(a)

= lim

lim

h—0 h h—0 h
i fath)gla+h) = f(a).ga) _
h—0 h

fla+h).gla+h) = fla+h).g(a) + fla+h).g(a) — f(a) g(a)

~ lim fla+h).(gla+h) - g(a)}z +g(a)(f(a+h) — f(a))
~ lim fla+ h)-(g(c;+ h) = gla)) | lim g9(a)(f(a +hh) — f(a))
= f(a).g'(a) + g(a).f'(a)

dou (f.9) = f'g+ f.g"
3. Supposons f et g dérivables. On veut calculer

o gtz + 1) = f(g(x))

h—0 h

Comme g est dérivable, on pose

_gleth)—g(x) S
v = h g'(z), }lgr(l)v—()

Comme f est dérivable, on pose
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Par construction, on a

g(z +h) = h(v+g'(x)) + g(z)

fly+k)=k(w+ f(y)+ fy)

On pose y = g(x) et k = (v + ¢'(x))h. Donc,

L flga+h) = fo@) _

h—0 h h—0 h

. Exercice.

. On montre (5). Comme ¢ est inverse de f, pour chaque b € J il existe un
unique a € I avec f(a) = b. On veut donc montrer que la limite

g(b+h) —g(b)
h

lim

h—0

existe et est égale a ﬁ On pose

k=gb+h)—gb) =g(fla)+h)—a

Alors,

a+k=gb+h)

ou de fagon équivalente f(a + k) = b + h. Il faut donc montrer que la

limite limh_m% existe et est égale a ﬁ Comme ¢ est continue, on a
limy,_,o k(h) = 0. Comme h=b+h —b,0n a

1
= lim k =

Hm (b+h)—b k>0 (f(a+k)— fla) f(a)
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Proposition 3.7.6

Soit f : I =]a,b|— R une fonction dérivable en tout = € I. Soit =y € I. Si x, est

un extremum local de f en I (Définition 3.6.1) alors f’(x() = 0.

Démonstration. On présente I'argument dans le cas ou f(x) est un maximum.
C’est facile d’adapter I'argument pour le cas ou f(x,) est un minimum.

Comme f est dérivable en I, la limite limy, o L&M=/ existe. En particulier,
chaque limite h — 0" et h — 0~ existe aussi et

lim f(zo+h) — f(xo) — lim f(zo+h) — f(xo) — lim f(xo+h) — f(x0)
h—0 h h—0+ h h—0~ h

Comme x, est un maximum local, pour » > 0,0n a f(zo+h) — f(zo) < 0 et donc
par passage a la limite

f(wo +h) — f(xo)

li <
hl>r£l+ h =0
Pour h < 0,0ona f(zo+ h) — f(xe) < 0. Comme h < 0, on a par passage a la
limite
lim f(zo +h) — f(xo) >0

h—0— h
Comme la limite existe, on a f'(zo) = 0.

Théoreme 3.7.7 (Rolle)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue avec a < b, dérivable sur |a, b| et tel que
f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Par le [Ihéoreme 3.6.51a fonction admet un maximum A et un
minimum m sur l'intervalle [a, b]. Si 'un des deux est atteint en un point |a, b[, on
a, par le [Proposition 3.7.6[que f'(c¢) = 0. Il reste donc le cas ou le maximum
et minimum t tous les deux atteints aux bornes du segment. Mais comme on
suppose f(a) = f(b), on a M = m. Comme par définition de maximum et
minimum on am < f(z) < M et m = M, la fonction est constante. Donc sa
dérivée est nulle en tout point ¢ de l'intervalle. ]

Corollaire 3.7.8

Soit f : [a,b] — R une fonction continue avec a < b, dérivable sur |a, b| et tel que
f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que
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Démonstration.

laire 3.7.8/a h =

On pose g(z) = {0/

b—a

[ =g

(x —a) + f(a) et on applique le (Corol{

L]

Exemple 3.7.9

Je suis parti en voyage en voiture. A 14h10 je suis entré sur 'autoroute, et & 15h
jai quitté 'autoroute aprés avoir parcouru 120 Km. En sortant, je me suis fait
arréter par la police qui a affirmé que javais dépassé la limite de vitesse a un
moment donné de mon trajet. Pourquoi ?

Le |[Corollaire 3.7.8| dit qu’a un moment donné ma vitesse instantanée a di
étre égale & ma vitesse moyenne. Comme ma vitesse moyenne (= 130/0.8 =
132Km/h) était supérieure a la limite légale, alors a un moment donné entre
14h10 et 15h ma vitesse instantanée a aussi dépassé la limite Iégale.

Quizz 3.7.10

Pour chaque exemple, expliquer si le |Corollaire 3.7.8| s’applique et si oui, trouver
un point ¢ comme dans I'énonce :

0.5

B

0.5

05 1 !

S

25

05

05 1
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0.5

C’est grace a ce théoréme que I'on peut démontrer gu’une fonction dont la dérivée
est positive est croissante :

Corollaire 3.7.11

Soit f une fonction dérivable sur intervalle I. Alors :

— Si f’ est positive alors f est croissante.

— Si f’ est strictement positive alors f est strictement croissante.
— Si [’ est négative alors f est décroissante.

— Si f’ est strictement négative alors [ est strictement décroissante.
— Si [’ est positive alors f est croissante.

— Si [’ est la fonction nulle alors f est constante.

Démonstration. C’est une conséquence directe du |Corollaire 3.7.8, On
donne une démonstration pour le deuxieme cas : Supposons b > a. On veut
montrer que f(b) > f(a) ou de fagon équivalente, que f(b) — f(a) > 0. Par le
[Corollaire 3.7.8/on a f(b) — f(a) = (b —a).f'(c). Comme b > a,onab—a > 0.
Aussi, comme f’ > 0,ona f'(c) > 0. Donc f(b) — f(a) = (b—a).f'(c) > 0.

Exemple 3.7.12 (Rendement maximal d’'une éolienne)

On considére une masse d’air a vitesse constante v traversant une éolienne de
rayon r.
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Lénérgie cinétique de I'air est donnée par

1 1 1
E = ém.UQ = §(p.v.t7r.r2).v2 = §.p.t.r2.7r.v

ou v.tw.r? c’est le volume d’air et p sa densité. La puissance énergétique (voir
[Exemple 4.1.7|) est donc donnée par

3

dEl 1
= % = §.p.7"2.77'.’03

donc une fonction de v3.

Supposons donc une éolienne avec un rendement de 40% avec v = 10m/s (=36
Km/h), r = 100m, et p = 1.2 Kg/m? . On aura donc une puissance de

W = 0.4 % (10)® * 100* x 1.2 x 7 ~ 10" Watts

Par comparaison, une central nucléaire a une puissance d’environ 1GW = 10°
A g . . 9
Watts. Donc, pour la méme puissance, on aurait besoin de 1= = 10> = 100

éoliennes.

On peut démontrer par des principes physiques que le rendement théorique
d’une éolienne est donné par la formule

=50 +8)1- )

ou J est le ratio - entre la vitesse de I'air apres le passage (vy) et avant (v). On
peut calculer le maximum de n comme application de la|Proposition 3.7.6| On a

e =2 5 35— Lz o5 1y _1 1
n'(6) = . ) 26 = 2(3(5 +25—1) = 2(6+1)(5 3)
La solution 6 = —1 n’a pas de sens physique car n(—1) = 0. Par contre pour

6 = 3 onan(z) = 5. Il reste & montrer que c’est un maximum. Il suffit de
montrer que la fonction 7 est strictement croissante sur 0 < ¢ < 3 et strictement
décroissante pour 3 < ¢ < 1. Par le|Corollaire 3.7.11} il suffit donc de montrer
que 22 > 0 pour0 < & < % et < 0pour i < § < 1. En effet, ona 42 > 0 pour
§ €] —1,4 et 2 < 0 pour§ €] — oo, —1[U]3, +00[. Le maximum n,q, = & ~ 59%
est aussi connu comme limite de Beiz.



https://fr.wikipedia.org/wiki/Limite_de_Betz
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Exemple3.713[ = = = ]

Nous considérons ici un modele simplifié de la production mondiale de pétrole
pour comprendre le risque associé a un colt énergétique croissant d’extraction.
Considérons I'ensemble de I'extraction pétroliere mondiale formée par un gi-
gantesque gisement de pétrole (la planéte Terre). Le pétrole se trouvant a une
certaine profondeur, une partie des colts d’extraction sera d’ordre énergétique :
une partie du pétrole que nous extrayons servira a produire de I'énergie pour
I'extraction proprement dite. Le reste, nous pourrons le vendre sur le marché.
Plus précisément, si E c’est la quantité totale d’énergie extraite (en Joules), il y
a une partie F; de I'énergie qu’il faut redonner aux machines d’extraction et une
partie F, qu’on peut donc vendre.

Extraction du pétrole E ﬁ E,

E = E1 aly EQ
Nous définissons le taux de retour énergétique = (EROI) comme le ratio

E
T ==

En

Voici | “évolution de 7 = EROI pour la production mondiale de pétrole



https://reader.elsevier.com/reader/sd/pii/S0301421513003856?token=288BE2779350FD6B0D41A0BC2BB31702F5AE1A2FE632C4E9082609C8F6B2EA563291975792BCDD7400CD026F605B7400&originRegion=eu-west-1&originCreation=20220211095125
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Figure 2: Evolution of each liquid standard EROI and the
weighted average EROI, from 1950 to 2050.
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Figure 3: Evolution of energy required to produce oil liquids,
from 1950 to 2050.

On considére aussi :

— p - le prix de vente moyen sur le marché, par unité d’énergie (€/J). Lindus-
trie du pétrole aura donc un chiffre d’affaires de p x E, (€).

— En méme temps, l'industrie du pétrole aura des frais d’exploitation associés
a la production d’énergie brute : plateformes, travailleurs, etc. Soit ¢ le colt



https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03360253/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03360253/document
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moyen par unité d’énergie produite (€/J). Le colt total de production est
donc donnée par ¢ x E (€).

— le taux de marge m sur les colts de production est donnée par m = ”c—%

On a

p.Ey =m.c.E
et donc

Er E 1 m.c
P =m.C.— = Mm.cC. = m.c. =
Es E-E -2 1-3)

Le prix de vente par unité d’energie p est donc une fonction de m, c et de 7.

Imaginons le scénario d’'un épuisement lent des réserves de pétrole. Supposons
que les colts de production restent les mémes (apres tout, l'installation est déja
en place). Le scénario d’épuisement implique alors que nous devons consacrer
toujours plus de la part E; pour continuer a faire tourner le systeme, puisque
nous devons creuser plus. Supposons également que les producteurs de pétrole
essaient de garder leur taux de marge m. Dans ce cas, le prix p devient une
fonction de 7,

p=p(7)
Comme I'énergie est par définition une quantité positive, on s’interesse a étudier

p(7) sur le domaine [0, +oc[. On constat que la fonction p(7) n’est pas continue
en 7 = 1. En effet

imP=—"°  o"
7—0 (1 . 1 )
Ny
—+00
lim P = m.cl — —00
T—1— (1 o - )
T
~~
—1+
—0~
lim P = —"— — +00
T—1— (1 _ - )
T
~~~
—1-
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. m.c
lim P = — m.c
T—+00 1
(1- =)
T
~—~
—0
——
—1

On peut aussi calculer la dérivée P’ pour 7 €]1, +oo[ et regarder le tableau de
variation de p(r)

P’:% donc P’ <0
.

Finalement, on obtient le graphe de p en fonction de 7 €]1, +o00].

N

| EROI

P

On peut donc conclure que méme si le colt de production ¢ et le taux de marge
m restant constants, c’est possible, a cause de la diminution de 'lEROI 7 — 1,
que le prix de vente explose tres vite.

3.8. Séries, intégration et le pic du pétrole

Exemple 3.8.1

Considérons une voiture qui roule a une vitesse constante de 50km/h pendant
une durée de 2 heures. La distance totale parcourue est donc de 50 x 2 = 100
Km. Une autre fagon de dire la méme chose c’est de regarder le graphique de la
vitesse en fonction du temps v(t) = 50 :

00

60

10

La distance totale parcourue peut alors étre interprété comme la mesure de
I'aire en dessous du graphe, c’est-a-dire le rectangle.
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Exemple 3.8.2

Onad ™ L =2

n=0 21

Exemple 3.8.3 Pic Pétrolier

On reprendre ici la discussion dans [Fait 2.2.5] La quantité de pétrole disponible
sur la planéte est gigantesque mais finie, disons, Q. Si on regarde le
on peut dire que 'lhomme a commence a utiliser les combustibles fossiles aux
alentours du XIXe siécle. On pose donc I'année 1800 comme t = 0 et C(¢) la
quantité de pétrole consommé par 'humanité par unité de temps au temps ¢. On
suppose que C'(0) = 0 et que C(t) est continue.

1. Supposons que la quantité de pétrole utilisée par 'lhomme se stabilise
dans le futur autour d’'une certaine valeur. C'est a dire, que nous
pouvons adopter une consommation soutenable d’une ressource finie
non-renouvelable. Autrement dit, que la limite lim;, ., C(t) existe.

En utilisant le fait que la quantité disponible de pétrole est finie, on peut
montrer que cette limite vaut 0 pour une ressource finie. En effet, a quantité
totale de pétrole utilisé entre 0 et T est donnée par l'intégrale

/OT C(t).dt

T
lim C(t)dt =Q

T—+o00 0

et par hypothése,

On raisonne par I'absurde : supposons que la limite lim,_, , ., C(t) existe et
vaut L # 0. Comme C(t) est une fonction positive, alors L > 0. Donc on a
L > 0. Alors par définition de limite (Définition 3.4.22), il existe NV € [0, +o0]

tel que pour ¢t > N, C(t) > £. On en déduit que [, C(t)dt > (t — N) * £,
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C’est en contradiction avec

T

lim [ C(t).dt=Q

T—+o0 0

2. En utilisant que lim,_,, ., C(t) = 0 on montre que la fonction C(¢) admet
un maximum absolue. On utilise le Théoréme 3.6.5|: en effet, la fonction
C'(t) est continue et non-nulle, donc il existe a € [0, +o00| tel que C(a) # 0.
Comme lim;_, 1, C(t) = 0, il existe un instant a > 0 tel que Vt > a, C(t) <
C(a). Prenons donc l'intervalle fermée [0, a]. Ici, par le théoréme des bornes
atteintes, C'(t) admet un maximum absolue. Donc, C(¢) admet un maximum
absolue sur [0, +o0.

La partie (ii) de ll|Exemple 3.8.3|peut aussi étre reformule de la fagon suivante, avec
la méme démonstration :

Proposition 3.8.4

Soit f : R — R une fonction strictement positive, continue, avec lim; ., f(t) =
lim; ., f(¢) = 0. Alors f admet un maximum.

Remarque 3.8.5

Le fait que la quantité de pétrole soit finie ne suffit pas a garantir que la consom-
mation atteindra un pic. Cela n’est vrai que si on suppose la consommation
tendra vers zéro a long terme (I'hipotheése lim;_, ., C(t) = 0). En effet, voici un
exemple d’'une fonction qui n’a pas de maximum global mais avec l'intégrale
finie a l'infini.

En effet, prenons la série convergente > # et prenons la fonction linéaire
par morceaux dont le graphe est donnée par une suite de triangles d’aire # :

0 1 3 1
Image extraite de ce livre.

Alors l'intégral est donnée par >~ | =5 < oo.



https://link.springer.com/book/10.1007/0-387-36425-0

3.8. Séries, intégration et le pic du pétrole

86

En fait, on peut méme avoir une fonction de consommation croissante avec I'in-
tégral < oo : prenons la série de I[Exemple 3.8.2, >~ | --.. Cette série converge
vers 2. Considérons donc la fonction dont le graphe est donnée par des triangles
isoceles

Image extraite de ce

dont I'aire de chaque triangle est 3.

Les deux formes de consommation nécessitent des périodes de consommation
nulle de plus en plus importantes et ne tiennent pas compte du fait que la
production de pétrole ne peut pas étre relancée avec des dérivés de plus en
plus importantes comme la pente des triangles I'exige.



http://www.mathcounterexamples.net/unbounded-continuous-function-with-finite-integral/
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3.9. Exercices

Exercice 3.9.1

Soient a,b,c trois nombres réels strictement positifs vérifiant les deux propriétés
suivantes :

1 1 1
abc>1 a+b+tec<—+-+-
a b ¢

En raisonnant par I'absurde, prouver chacune des trois propriétés suivantes :

1. Aucun des réels a, b, ¢ ne peut étre égal a 1.
2. Lun au moins des réels a, b, c est strictement supérieur a 1.

3. Lun au moins des réels a, b, c est strictement inférieur a 1.

Exercice 3.9.2

| r

Montrer que l'intervalle [0, 1] admet 1 comme borne supérieure.

Exercice 3.9.3

Montrer que
— {J:GR:;—jr;)<2}:]—oo,—7[u]—3,+oo[.
—{xeR:%zz}:[—7,—3[
— {zeR: |z +2| <1} =[-3,-1].

— {z €eR:|3—z| > 2} =] — o0, 1[U]5, +00.

Exercice 3.9.4

| r

Montrer que

NE1+2]=1{1)

neN*

Exercice 3.9.5

Soit x € R. On pose |z| = z siz > 0 et |z| = —z si z < 0. Montrer I'inegdlité
triangulaire : pour tout a,b € R, on a

| +b] < |af + [b]
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Exercice 3.9.6

Soit a € R et (u,)qen UNe suite tel que pour tout n > 1, on a |u, —a| < . Montrer
que la suite converge vers a.

Exercice 3.9.7

1. Soient (u,)qen €t (v, )nen deux suites convergentes avec u,, — u et v, — v.
Montrer que la suite donnée par la somme des termes (u, + v,)nen
converge vers u + v.

2. Soient (uy)nen €t (v,)nen deux suites convergentes avec u,, — u et v, — v.
Montrer que la suite donnée par le produit (u, * v,,),en CONVErge vers u x v.

3. Soit (u,)nen UNe suite convergente et majorée par M € R. Montrer que
lim,, oy o0 u, < M.

4. Soient (uy,)nen €t (v,)nen deux suites convergentes avec u,, — u et v, — v.
Montrer que si pour tout n on a u,, < v, alors u < v.

5. (Gendarmes) Soient (u,)nens (Wn)nen €t (vn)nen des suites réelles.
Supposons que u, — [ et v, — [ convergent vers la méme limite [ et
supposons aussi que pour tout n > 0, on a u,, < w, < v,. Montrer que w,
converge aussi vers .

6. (Théoréme des suites adjacentes)— Soient (u,,) et (v,) deux suites, avec
u,, Croissante, v,, décroissante et la limite u,, — v,, converge vers 0. Alors
ces deux suites sont convergentes et ont la méme limite.

7. Soient Soit (u,).eny UNe suite convergente avec u,, — u et u, # 0,Vn.
Posons (v,,),en avec v, = u;'. Montrer que v, — L.

Exercice 3.9.8

| r

Calculer les cing premiers itérations de la méthode de |[Exemple 3.2.2| pour
calculer v/10.

Exercice 3.9.9

Parmi les exemples suivants, indiquez ceux qui forment des fonctions continues
et ceux qui n’en forment pas. Justifiez votre réponse.

— La masse d’une fusée spatiale lorsqu’elle quitte I'atmosphere.
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Exercice 3.9.10

Est-ce que la somme de deux fonctions discontinues est nécessairement dis-
continue ?

Exercice 3.9.11

Est-ce que le produit de deux fonctions discontinues est nécessairement discon-
tinue ?

Exercice 3.9.12

Soit > 0. Montrer que lim,, /= = 1.

Exercice 3.9.13

Soient f et g des fonctions définies sur R. Supposons que les deux limites
lim, 1o f(2) €t lim,_, ., g(z) existent. Montrer que la limite lim,_,, .., g(z).f(x)
existe et est égale a

o)) = (i 1(0)) (1im (o))

r—r-+00 Tr—+00 Tr—r-+00

Exercice 3.9.14

Un étudiant essaie de trouver un modéle quadratique pour la courbe des émis-
sions (2ieme graphique dans|Fait 2.1.11)). Il suppose une fonction de la forme
E = At? + Bt + C et prendre trois point sur le graphe : (170,40), (100,10) et
(10, 4).

1. Trouver les valeurs de A, B e C.

2. Trouvez le minimum de la courbe, et évaluez I'adéquation de ce modele
aux données.

Exercice 3.9.15

Est-ce que la preuve suivante est correcte ? Si non, ou est I'erreur ?

Enoncé : Toute fonction continue bornée a valeurs réelles f définie sur R, atteint
son maximum.

Preuve : Soit M = sup{f(z) : = € R}. Soit x,, une suite convergente de limite
x tel que f(z,) — M. Comme f est continue, f(z,) — f(x), donc f(x) = M.
Donc f atteint son maximum en z.




3.9. Exercices

90

l




4

Exponentielle et Logarithme

« "The greatest shortcoming of the human race is our inability to understand
the exponential function." »

Albert Allen Bartlett

4.1. Ordres de grandeur

Nos expériences de la vie quotidienne sont concentrées dans un intervalle trés
étroit des différentes échelles de l'univers. La Science nous met face a d’autres
échelles tels que 10?® et 1071, dont la compréhension nécessite d’aller au-dela de
notre intuition quotidienne.

Définition 4.1.1

Soit n un nombre naturel. On pose

10" =10 % 10 * 10 x ... x 10

n fois
1 1 1 1
107" = — % — % — % ... % —
JO 10 10 10,

n?&s

On appelle ordre de grandeur I'entier n dans I'exposant de 10™.

Exemple 4.1.2
Distance
Terre-Lune
Rayon Cellule Mont I Dlametre de notre
atomel e Blanc Toon Seleil Galaxie
15 l_w 5 5 W 15 20 25 axe des puissances
10 10 110 1 l o} ll 10 10 10 10 de 10 (m)
| | ] | | | | r >
T T I T T T T3 1 T T m)

(e
d’hydrogene Rayon Terre

— 10°m

91


https://www.youtube.com/watch?v=kZA9Hnp3aV4
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— Le rayon de la Terre est d’environ 6 x 10 m.
— Le rayon de la Lune est d’environ 1.7 x 10° m, environ 3,5 fois plus
petit que le rayon de la Terre.

— 107 m : Périmétre de la terre (en m) (voir[Théoréme 1.1.10)

— 10®m :
— La distance Terre-Lune 3.8 x 10% m
— Le rayon du soleil 7 x 108 m, presque 10°.

— 10 m : Distance (en m) Terre-Soleil.

La distance Terre-Lune (10® m) est supérieure en 2 ordres de grandeur (100 fois)
aux tailles respectives de la Terre et de la Lune. Si nous respectons les échelles,
voici a quoi ¢a ressemble en réalité :

O .

La distance Terre-Soleil (10'1 m) dépasse en 2 ordres de grandeur (100 fois)
le rayon du soleil (~ 10° m), lui méme environ 3 ordres de grandeur (1000 fois)
supérieur au rayon de la Terre :

4 )

Sun Earth (invisible)

Nous pouvons essayer de relier les ordres de grandeur des phénoménes que nous
connaissons dans la vie quotidienne :

Imaginons un modele de la Terre de la taille de votre main. En conservant
I'échelle réelle, a quelle distance de vous se trouverait la Lune ? et le Soleil ?
Mars ? La frontiére du systeme solaire ?

Exemple 4.1.4

— 107 : les chances de gagner le jackpot de I'Euromillions.
— 10 : Il y a 10 doigts dans une paire de mains humaines.

— 10% :On estime que chaque neurone du cerveau humain est connecté a
10000 autres.
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— 10°:
— On connait environ 390 000 especes végétales distinctes, dont envi-
ron 20% sont menacées d’extinction.

— Une téte humaine moyenne compte environ 100 000 a 150 000 che-
Veux.

— 10° :Environ 1 181 019 jeux vidéo ont été créés jusqu’en 2019.

— 107 :
— 70 a 85 millions de victimes estimées a la suite de la Seconde Guerre
mondiale.
— nombre de secondes sur une année.
— 107 :
— Nombre d’ étoiles cataloguées.
— La population approximative de I'lnde en 2020.
— 10%2:
— La surface du corps humain héberge environ 10'? bactéries.
— Selon une estimation de 2016, il y a 2 x 10'? galaxies dans l'univers
observable.
— 10%9:

— On estime que la population d’insectes de la Terre est d’environ 10'°.
— Nombre de différentes positions d’'un Cube de Rubik 3 x 3 x 3.

| r

Exemple 4.1.5

Combien de grains de riz contiennent un sachet de 2 kilos de riz? Sachant que
chaque grain de riz a environ 0,029 = 0,02 x 10~ K ¢, par proportionnalité, dans
1K g de riz on a environ

1
0,02 x 10-3

grains de riz. Donc, dans 2Kg de riz on a environ 2 x 50000 = 100000 = 10°
grains de riz.

=50 x 10° = 5 x 10* = 50000

Définition 4.1.6

Tout au long de ce texte, nous parlerons de I'énergie a plusieurs reprises. Lunité
standard pour I'energie c’est le Joule. Par definition 1 Joule c’est I'énergie
necessarie pour appliquer une force de 1 Newton le long d’une distance de 1
meétre. Rappelons nous de la formule de Newton, ou F' = ma, donc 1 Newton =
Kg.%, d,
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2
1] = 1Kg. =
S

La vitesse a laquelle nous accédons a I'énergie (la puissance) a également une
unité, le Watt.

IW=1J/s

Par exemple, la différence entre une lampe de 30 W et une autre de 45 W
est que la deuxiéeme permet un plus grand flux d’énergie par seconde. Par
conséquent, apres une heure, elle aura consomme globalement plus d’énergie.
Parfois, au lieu de Joules, on utilise comme unité d’energie la quantité d’énergie
consommeée par une source d’'une puissance de 1KW (1000 W) pendant une
heure (60 x 60 = 3600 s)

1 KWh = 3600000.J = 3.6 x 10°J

Exemple 4.1.7

Voici un tableau comparant |quelques differentes echelles d’energie.

— 1073 J : I'énergie cinétique moyenne d’une molécule a la température la
plus basse atteinte

— 1077 J : énergie des photons de la lumiére visible.
— 1072 J : I'énergie totale émise dans la fission d’'un noyau de Uranium 235.

— 1J : I'énergie requise pour soulever une petite pomme (102 g) d’'un meétre,
a la surface de la Terre.

— 10 J : énergie émise par le flash d’'un appareil photo.
— 103 J:
— I’énergie nécessaire a un enfant (30 kg) pour monter un étage (un
peu plus de trois métres).

— I’énergie recue du Soleil, au sommet de 'atmosphére terrestre, par
un meétre carré en une seconde.

— 10* J : énergie dégagée par le métabolisme d’un gramme de sucre ou de
protéine.

— 10° J : énergie mécanique produite pendant une heure, par un cycliste a
une vitesse approximative de 25 km/h.

— 109 J:
— la valeur énergétique d’une barre de 40 g de Chocolat noir amer.

— 2 x 10% joules c’est I'équivalent énergétique d’un Big Mac.
— 1 KWh =travail mécanique pour élever 100 kg de 3 600 metres.



https://fr.wikipedia.org/wiki/Ordres_de_grandeur_d%27�nergie
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energie dépensée par le corps humain en une journée.

— 10" J:

44 jours d’éclairage, 24/24h (une lampe de 11 W allumée pendant 1
054 heures)

énergie contenue dans 1 litre de essence.

énergie résultat du travail physique de deux personnes pendant une
journée de travail compléte

— 10°J:

— 10'°
S 1011
— 10"
— 10%
— 101
— 10'6

I'énergie d’un éclair moyen.

I'énergie contenue dans un réservoir moyen (50 litres) d’essence.
I'énergie consommee par un Congolais par an.

I'énergie consomme par un Francais par jour.

1000 Big macs.

J :[’énergie consommée par un Indien par an.

J :[’énergie consommeée par un Francais par an.

J : I'énergie dégagée par I'explosion d’'une kilotonne de TNT.

J : I'énergie dégagée par le bombardement d’Hiroshima.
J:1TWh

J : I'énergie de formation d’'un cratére d’impact correspondant a une

météorite de dix mille tonnes.

— 107

_ 1019

J:

I'énergie totale du Soleil qui atteint la Terre en une seconde.
I'énergie dégagée par la plus puissante bombe nucléaire jamais tes-
tée, la bombe Tsar.

énergie consommeée par I'’Argentine au cours d’une année.

energlie consommee par le reseau Bitcoin au cours d’'une annee.
I'énergie degagee par I'eruption du volcan Tonga en janvier 2022.

J : I'équivalent énergétique de I'alimentation annuelle d’une population

mondiale de 7 milliards d’étres humains sur la base d’un apport nutritionnel
journalier de 1 500 kcal.

— 10%°J : Consommation mondial d’energie primaire en 2019 (voir [Fait 2.1.3|-
environ 160 000 TWh)



https://ourworldindata.org/grapher/per-capita-energy-use
https://ourworldindata.org/grapher/per-capita-energy-use
https://ourworldindata.org/grapher/per-capita-energy-use
https://ourworldindata.org/grapher/per-capita-energy-use
https://www.lemonde.fr/economie/article/2022/01/07/le-minage-du-bitcoin-consomme-autant-d-electricite-qu-un-pays-comme-la-finlande_6108547_3234.html
https://www.youtube.com/watch?v=v2TlhBT9fuQ
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Exemple 4.1.8 - Ordres de grandeur - mine de cuivre

Mine de Cuivre de Palabora
© Google Earth 2021 (date des images
_ ' satellite : 16/05/2021)

vre Palabora \
tographe : dillonmarsh.com
oh Licensg - flaticon.com

Mine de cuivre de Palabora, Afrique du Sud ; a gauche : représentation imagee
de la quantité de cuivre metal produite par la mine jusqu’a environ 2007 (© Dillon
Marsh - Mise a disposition par le photographe - dillonmarsh.com) : a droite : Vue
satellitaire de la mine et mise en evidence de 'emprise en surface des déchets
miniers (© Google 2021) | Création : SystExt - Septembre 2021

Exemple 4.1.9

Considérons un échiquier

d e f a b

Jouons le jeu suivant. Dans la premiére case en haut a gauche, nous placons
un grain de riz. Dans la deuxieme a sa droite nous plagons 2 grains de riz.
Nous continuons sur chaque nouvelle case en mettant deux fois la quantité que
nous avons ajoutée dans la case précédente. Lorsque nous avons terminé la
premiere ligne, nous passons a la deuxiéme ligne, etc. jusqu’a la fin.

Combien de riz nous restera a la fin, si nous partons avec un paquet de 2 kg ?
Nous avons déja vu dans I[Exemple 4.1.5/que 2 kgs de riz contiennent environ
10° grains de riz. Pour résoudre le probléeme, nous devons estimer la quantité
de riz nécessaire pour terminer le jeu. Dans la prémiere case, on ajoute 1 grain
de riz. Dans la deuxiéme, 2, dans la troisieme 2 x 2 = 22, dans la quatriéme,



https://www.systext.org/node/1785
https://www.systext.org/node/1785
https://www.systext.org/node/1785
https://www.systext.org/node/1785
https://www.systext.org/node/1785
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2 x (2 x 2) = 23, etc. On compte 8 x 8 = 64 cases, donc, la quantité totale de
grains de riz nécessaire pour terminer le jeu est donnée par la somme

1 + 2 + 22 4.4+ 28

1° case 2° case 3° case 64° case

En utilisent IIExercice 1.4.8] on a

2 63 264 —1 64 64
Il faut maintenant comparer 24 avec 10°. Pour cela, nous calculons les premiéres
puissances de 2 :

22 =4, 22=8 2'=16, 2° =32, 25 =64, 2" =128, 2% =256, 2° = 512,

210 — 1024 ~ 103

Donc

210k ~ 103k

Donc en particuliere, 20 ~ 108 et finalement 204 = 2% x 260 = 16 x 10!8 ~
1.6 x 10'°. C’est 19 — 5 = 14 ordres de grandeur au-dessus de la quantité de
riz dans un paquet de 2 kilos. Par proportionnalité directe, 10*° correspond a
2107 — 2 x 10" kilos de riz = 10" tonnes = 10%t = 10°M¢. Selon les derniéres
prévisions |la production mondiale de riz devrait croitre pour la sixieme annee
consécutive en 2021/22, a un nouveau pic de 512 Mt. On aurait besoin de 2

siecles de production mondiale de riz 2021/2022 pour finir le jeu.

Exemple 4.1.10

Pliez 42 fois une feuille de papier et vous obtenez une épaisseur égale a la
distance Terre-Lune :



https://www.franceagrimer.fr/fam/content/download/67256/document/NCO_CER_info_riz_N263_2021_09_17.pdf?version=1
https://www.franceagrimer.fr/fam/content/download/67256/document/NCO_CER_info_riz_N263_2021_09_17.pdf?version=1
https://www.youtube.com/watch?v=U1DnqW78sIM
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Exemple 4.1.11

Considérons une nouvelle maladie. La premiere personne est infecté le premier
janvier. Le deuxieme jour de janvier, le premier malade infecte deux autres
personnes. Le 3 janvier, chacune de ces deux personnes infecte deux nouvelles

personnes. Ensuite, chaque nouveau jour, chaque personne infectée infecte
deux nouveaux patients.

Combien de personnes sont infectées par la maladie le 31 janvier ?

Comme dans I[Exemple 4.1.9] on calcule

1 +24+224+ . 4+ =931 _ 102 =2x%x20=92x2" <2x10°

1 janvier
—_——
2 janvier

N

TV
3 janvier
NS v
TV

31 janvier

C’est a dire, environ 2 milliards de personnes. C’est environ 1.4 fois la population
de la Chine.

Exemple 4.1.12

Reprenons l[Exemple 4.1.11| et trouvons une formule pour le nombre Q(n) de
personnes infectées n jours aprés le premier janvier. On a :

_ 2 n—1_ on __
Qn)= 1 +2+224 2" 1=2"—1
1 janvier
———

2 janvier

3 janvier

[\

Vv
n jours

Voici donc le graphe de cette fonction définie sur les nombres naturels positifs :
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Voici|un lien pour continuer a explorer la forme du graphe pour des n plus grands.
Pendant les 25 premiers jours, on a I'impression que rien ne se passe, puis le
29e jour, le comportement semble exploser. Cependant, rien ne change dans le
mécanisme de croissance. C’est un comportement typique de ce qui se passe
lorsque c’est I'ordre de grandeur qui croit.

Exemple 4.1.13 Croissance Linéaire

On reprendre ici llExemple 4.1.9|avec un petit changement des régles du jeu.
Plutét que doubler la quantité a chaque étape, nous demandons que pour chaque
nouvelle case on ajoute simplement la méme quantité de I'étape précédente
plus deux grains de plus. Voici le résultat :

1 +1+2)+((1+2)+2)+...+(1+(64—-1)x2)

[}
1e case 2°0 case 3° case 64° case

63 63 63 63(64)
—S(1+20) =S 142> n=64+2+ — 64+ 63 %64 = 64 % 64 = 4096
Zlrm=aiery, 2

n=0

grains de riz (voir la formule dans I[Exemple 1.3.8). Environ 16 ordres de grandeur
en dessous du résultat de I[Exemple 4.1.9]

Les exemples [Exemple 4.1.5| et |[Exemple 4.1.11| sont caractérisés par le fait de
doubler la quantité précédente a chaque nouvelle itération. Nous pouvons facilement
imaginer des exemples concrets ou, a chaque nouvelle itération, nous avons un facteur
multiplicatif de a € R fois la quantité préexistante, avec a > 0.

Exemple 4.1.14

Une personne souhaite placer 2500 euros dans un compte épargne avec un
taux d’'intérét annuel de 1%. Quel sera le bénéfice apres 10 ans ?


https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=46d045ff5190f6ea93739da6c0aa19bc

4.1. Ordres de grandeur 102

Au bout d’'un an, la personne aura
2500 + 1% de 2500 = 2500 + 0.01 x 2500 = 2500 x (1 + 0.01) = 2500 x (1.01)

Soit Q(n) le montant aprés n années. Alors, par le méme argument

Q(n+1) = Q(n)+1% de Q(n) = Q(n)+0.01xQ(n) = Q(n)(140,01) = Q(n)x(1.01)

Posons a = 1.01. Par récurrence :

ou on pose

En faisant les calculs, on obtient
Q(10) = 2500 * (1,01)'° = 2761, 5 euros

Donc un bénéfice de 261.5 euros.

Remarque 4.1.15

Lexemple précédent montre I'importance de considérer des itérations par un
facteur multiplicatif « > 0 avec a € R. Mais il montre également I'importance de
ne pas considérer uniqguement les itérations en temps discret. Par exemple, nous
pouvons étre intéressés a savoir précisément combien d’argent nous aurons a
linstant ¢t = v/2 secondes.

Probleme 4.1.16

Fixons a €]0, +oo[. D’aprés la|Remarque 4.1.15 nous sommes obligés de donner
un sens mathématique aux nombres a® pour s € R. Quelque soit la maniére
que nous trouvons pour montrer que ces nombres existent, ils doivent vérifier
certaines formules "évidentes", notamment :

1. SincNalorsa® =gagx*axax..xa.Enparticulier, a! = eta’ = 1.

n fois

2. Sis=—1lalorsa® = 1.

3. Vs, t €R, a*" = a® xat;
4. Vs, t € R, (a®) = a*!

La résolution de ce probleme est le propos de la prochaine section.
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4.2. Construction de la fonction exponentielle
Nous abordons ici la solution du[Probleme 4.1.16l

Remarque 4.2.1

Nous ne connaissons toujours pas, par exemple, la définition du symbole 102
mais si nous voulons que ¢a soit un nombre, alors, par exemple, comme 1 <
V2 < 2, nous souhaitons que 10' = 10 < 10¥2 < 100 = 102. La stratégie
pour définir 10v2 consiste donc & réduire cette intervalle autant que possible en
remplagant 1 par des nombres rationnels Z inférieurs & v/2 mais trés proches de
V2 et 2 par des nombres rationnels § supérieurs a v/2 mais aussi trés proches

de /2 et a trouver des bornes

n ° P
m V3 q
!
[l o 104
10v2

Le premier probléme est donc la définition des nombres «® pour s un nombre
rationnel.

Remarque 4.2.2

Un autre fagon d’expliquer la|Remarque 4.2.1|c’est de dire que nous essayons
de remplir les trous

discrete plot 10" 1t05

100000 |
AODOD |
60000 |
10000 |

mais pas de fagon aléatoire : on cherche a garder les propriétés des exposantes
énoncés dans le [Probleme 4.1.16| Par exemple



https://www.wolframalpha.com/input?i=DiscretePlot%5B10%5En%2C%7Bn%2C1%2C4%7D%5D
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4.2.

1000040 |
|

50000 |

50000 |

n’est pas souhaité, car 10*5 < 0 et donc 10*® # 10%.10%5 > 0.

Nous commencgons par vérifier que le nombre a° est effectivement bien défini

lorsque s est un nombre entier.
Construction 4.2.3
Fixons a un nombre réel strictement positif et soit » un nombre naturel. On pose

" = axaxax..*xaq (4.1)
définition ~~
n fois

a

Gréace a la propriété de commutativité et associativité de la multiplication des
nombres réels, il N’y a aucune ambiguité : on peut calculer ce produit dans

n’importe quel ordre.
Comme a est strictement positif, % est aussi strictement positif. Toujours pour n

un nombre naturel, on pose
1 1 1
a "t = Sk — ok kL k— (4.2)
défintion @ a  « a,

n fois

et pour la méme raison que ci-dessus, il N’y a aucune ambiguité dans cette

formule.

On pose la fonction
fa:Z — RY

donnée par la formule f,(n) = a”
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Lemme 4.2.4

La fonction f, : Z — R’ de la|Construction 4.2.3| vérifie toutes les formules dans
le [Probleme 4.1.161

Démonstration.

— Les formules (i) et (ii) découlent de (4.1) et (4.2);

— Vérifions la formule (iii) pour s = n, t = m dans Z. Si n, m sont des nombres
entiers, alors
a"t =a" xa™

En effet, si n et m sont tous les deux des entiers positifs, on a

a"™ = agxaxax..*q =gxa*xax..kaxa*axa*..xq=a"*xa"
définition ~~ —~ ~~
n+m fois n fois m fois

Si n et m sont tous les deux des negatifs, on a

1 1 1 1 1 1 1 1
A" = Tk k. k— —ak—*. . k—k—x—*.. . *k—=a"xa™
définiion @ @ a a a a a a
J/ N N
vV vV vV
n+m fois n fois m fois

Si n est positif et m est négatif on a

1 1 1
a"xa" =akak...kaqk —x — % ...k —
— a a a
n fois \—/_/
|m| fois
a™Iml = qgntm - sin > |m]
1=a"m, sin = |m|

(3)lml=n = gntm - sin < |m]

— Vérifions la formule (iv) : Si n, m sont positifs

(@)™ =(a*..xa%.. xax..xa)=ax..xq=a""

n fois n fois | nm fois

-~

m fois

De méme, la formule est valable si n et m sont tous les deux négatifs, en
remplagant a par 1/a.

Finalement pour n un naturel positif ona o™ = (a=*)" = (a™)~!. Donc, si n
est positif et m est négatif on a

(a™)™ = (a")7™ = (@) 7)™ = (@)™ = (a7 = g7 = g

[
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Remarque 4.2.5

La fonction f, : Z — R’ de la [Construction 4.2.3| peut étre croissante ou
décroissante selon la valeur de a. En effet :

— sia =1 la fonction est constant = 1 car 1" = 1 pour tout n entier.

— Si0 <a<1alorsa® = a.a < a.1 = a. Par récurrence on montre que pour
chaque m > n des entiers positifs, on a a™ = f,(m) < a" = f,(n). Comme
a<lonal< letdonca' > 1.0On voitaussique 1.2 < 1.1 etdonc
a2 > a~! Par récurrence on montrer que

A <al<a?<ad.

Donc la fonction f, est strictement décroissante.

— Un argument symétrique (en remplacant a par %) montre que si a > 1,
alors f, est strictement croissante sur Z.

Nous allons maintenant montrer que nous pouvons aussi définir a® lorsque s est
un nombre rationnel.

Construction 4.2.6

Toujours avec a un réel strictement positif et » un nombre naturel, nous abordons

q N 2.030._ong 1 0 Ve
maintenant le probléme de la définition de a~. Si nous voulons que la propriété
soit vraie |Probleme 4.1.16}(iv) nous n’avons pas beaucoup de choix :

Donc a~ est une racine n-iéme de a. Mais nous avons vu dans [Corollaire 3.5.2
comme consequence du théoréme des valeurs intermédiaires (I'heoreme 3.4.25)
que si a est un nombre réel positif, la racine n-ieme de a existe, et strictement
positif, et est unique. On pose donc

n

1 o B
a» = laracine n-ieme de a
définition

Considérons maintenant n, m des nombres naturels. On veut définir a=. A priori
on a deux possibilités :

ou

définition 2
Mais en fait, ces deux définitions coincident grace a I'unicité des racines m-iémes
positives (Corollaire 3.5.2) : en effet
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1 1

((@m)")™ = (am)™™
car n et m sont des nombres naturels et pour des exposants naturels la formule
a été prouvée dans la|Construction 4.2.3| Le méme argument permet de faire

De la méme facon

((@)m)™ = a"

Il N’y a donc pas d’ambiguité car (a= )" et ((a™)= )™ sont des racines m-iémes
de «" et donc identiques grace a l'unicité des racines m-iémes positives
(Corollaire 3.5.2). Nous pouvons donc définir a= soit par la premiére formule,
soit par la deuxiéme.

Il reste donc & démontrer par exemple que a2 = ai, c'est-a-dire, étant données

n,m, p,q des nombres naturels avec - = § Alors
n P

am = a1 (4.3)
Prenons chaque cété a la puissance mq. On obtient :

()™ = (((a")1)7)™ = (a")™ = o™
Comme = = § on a ng = mp et donc
a™ = gP™

Par unicité de la racine mg-iéme positive, on déduit I'égalité (4.3).

En conclus‘ion, nous avons prolqngé la fonction f, : Z — R de la|Construc
ftion 4.2.3] a tous les nombres rationnels,

fa: Q= RY

La fonction f, : Q — R de la|Construction 4.2.6| vérifie les formules (i), (ii), (iii)

et (iv) du[Probleme 4.1.16|pour s,t € Q.

Démonstration. On démontre les formules (iii) et (iv). Prenons s,t € Q avec



4.2. Construction de la fonction exponentielle 108

s=2ett= %’ Par réduction au méme dénominateur

ng + pm
gt TP
mq
Donc
STt — a—"q;;gm
et

ng pm

at.a' = ama.ama
Prenons la puissance mq de chaque cbété :

(as+t)mq — (a%)mq — anq—l—pm

ng pm

s _t\mgq __ e e\ %mq fnﬂmq_ nqg .pm __ _ngt+pm
(a®.a")™ = (ami.qma )™ = (ama)™ (ama)™ = a™.aP™ = a

Donc chaque cété est une racine mg-ieme de a™"?™. Comme la racine positive
est unique (Corollaire 3.5.2)), a*** et a®.a’ sont identiques.

Pour finir on vérifié la formule (iv). On veut montrer que

n P
(@)
Nous vérifions, en utilisant les formules déja établies pour les exposants naturels,
que les membres de droite et de gauche coincident avec a"? aprés avoir pris
leurs puissances mgq. Par unicité de la mg-racine positive de a"?, ils doivent donc
coincider.

OJ
Quizz 4.2.8

Simplifier les formules :

\ 5 1 5 s =275
1 16)3 A2 —1y2 “\—2 -3 3
9, (16)1 , (¢)7, B7)%, (57, ®)7F, ()
_ 1.1 ] S
5275724 | 82.23 | (—125)3 , =

Remarque 4.2.9

La|Remarque 4.2.5|peut étre étendue a la fonction f, : Q — R de la|Construc
tion 4.2.6| Regardons le cas a > 1. Prenons 0 < s = - <t = § dans Q.

ar reduction au méme dénominateur on peut supposer m = q. |l faut donc
montrer que si 2 < Z alors am < a . Rappelons que a= = %¥/a". On a comme
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conséquence directe de la|Remarque 4.2.5 que a™ < a?. Donc, il suffit d’uti-
liser le fait que la fonction 3/— définie sur R, est strictement croissante (voir
|Corollaire 3.5.2).
Pour les puissances rationnelles négatives on remplace a par * et utilise le
méme argument.

On peut maintenant revenir a la stratégie de la|Remarque 4.2.1] On montre qu’il
existe une unique facon de faire le remplissage dans la [Remarque 4.2.2| de fagon
compatible avec la loi des puissances du |[Probleme 4.1.16|:

Théoreme 4.2.10 (Existence de la fonction exponentielle)

Soit a un nombre réel strictement positif. Alors, il existe une unique fonction
monotone f, : R — R telle que

fa(s) = a* pour tout s € Q (4.4)

La fonction f, est continue et c’est la seule fonction continue vérifiant la formule
(4.4). En plus, sia > 1, f, est strictement croissante, si a = 1, f, est constante
etsi0 < a< 1, f, est strictement décroissante.

Démonstration. Supposons a > 1. Si 0 < a < 1 il suffit de remplacer a par + et
appliquer le méme argument.

La fonction f, que I'on cherche doit respecter
a* < fu(s) <a®

pour tout u < s < v avec u et v dans Q. On considére :

E={a":u<s,ueQ} F={a":5<v,veQ}

Les parties E et I’ sont, par construction, non-vides car la fonction f, est bien
définie sur les rationnels. D’apres la|[Remarque 4.2.9, la fonction f, est monotone
sur Q. Donc, pourtoute € Eet f € F,onae < f. On est donc dans la situation
de la|Proposition 3.2.21|qui nous explique qu’il n'y pas des espaces vides dans
R. Il existe donc un nombre réel w tel que pourtoute € EFet f € Fona

e<w< f

On veut poser f,(s) = w mais pour ¢a il faut montrer que w est 'unique élément
entre E et F. Pour cela on utilise le derniére critére de la|Proposition 3.2.21|: il
suffit de montrer que pour tout petit distance » > 0 on peut trouver un élément
e =a"dans F et f = u* dans F tels que a* — a¥ < r. Par le[Proposition 3.2.17|
pour chaque n € N entre s — % et s on peut trouver un u,, € Q. Donc u,, < s <
U, + = =: v,. Alors
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a’™ —a"" = a“”(a% -1 < sup(E).(a% —1)

Par I[Exercice 3.9.12} lim, a» = 1 donc, pour tout » > 0 et pour n assez grand,
onalar — 1| <r.

On pose donc f,(s) = w. La|Proposition 3.4.24|implique donc que

lim fu(z) = sup(E) = w = fu(s) = inf(F) = lim_f(z)

r—s,x€X z—s,x€F

et par|Corollaire 3.4.23| la fonction f, : R — R que nous venons de construire,
est continue.

Pour finir, la continuité de f,, en combinaison avec la[Remarque 4.2.9| implique
que f, est monotone : si a > 1, f, est strictement croissante, sia = 1, f, est
constante et si 0 < a < 1, f, est strictement décroissante. O

Proposition 4.2.11

Soit « > 0. La fonction f, du[Théoréme 4.2.10] vérifie les propriétés du
[marque 4.2.1|:

1. Vs, t e R, a*™ =a® xa’;

2. Vs,t €R, (a*) = a®*

Démonstration. En effet, par le Lemma 4.2.7, |a restriction de f, a Q vérifies
les propriétés du [Remarque 4.2.1| Par continuité f, vérifie donc les mémes
propriétés. Par exemple, pour montrer (1), prenons s,, — s et ¢, — t des suites
convergentes avec s, t, € Q pour tout n > 0. Alors par continuité de la fonction
exponentielle

a® =lim a** a' = lima'
n n

Par

a*t = lima* " = lim .(a*".a") = (lim ¢**).(lim a'*) = a®.a’
n n n n

ou pour chaque n > 0 la formule a*".a* = o'~ est vrai d’apres le|Lemma 4.2.7|

Un argument similaire permet de montrer la formule (2). [
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Définition 4.2.12
Soit a un nombre réel strictement positif. On appelle fonction exponentielle de

base a, et on écrit exp,, la fonction f, : R — R la fonction dont I'existence
et 'unicité sont assurées par le [Theoreme 4.2.10| Par abus de notation on

continuera a écrire a” = exp,(z) pour x un nombre réel.

Exemple 4.2.13
On reprendre ici l[Exemple 4.1.9| et [Exemple 4.1.11] Par le[Théoreme 4.2.10|on
connait I'existence d’une fonction exponentielle de base 2, exp, qui étend les

puissances de 2 a tous les nombres réels :

nput interpretation
plot =~ 27 ~1010 10

Plot

100 |

WolframAlpha

Exemple 4.2.14
On reprendre la stratégie de la|Remarque 4.2.1|pour calculer 102

Exemple 4.2.15

Dans la presse du 28/01/2021, a propos du Covid, le Ministre des Solidarités et

de la Santé a explique que :

« Le virus circule a un niveau élevé et nous sommes sur un plateau montant, qui
augmente de 10% par semaine... La grande différence aujourd’hui est que la

dynamique n’est pas exponentielle. »



https://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+2%5Ex+from+-10+to+10
https://www.francetvinfo.fr/sante/maladie/coronavirus/covid-19-ce-qu-il-faut-retenir-de-la-conference-de-presse-du-ministre-de-la-sante-olivier-veran_4275037.html
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Analysons donc ce que signifie une augmentation de 10% par semaine. Soit
N(t) le nombre de cas au bout de ¢t semaines et soit N, la quantité de patients
lorsque I'on commence le comptage (¢t = 0). Alors 10% par semaine signifie
qu’au bout d’'une semaine (¢t = 0) on aura

N(t=1) = Ny + 10% de No = Ny + (0,1) % Ng = (1 +0,1) % Ny = (1,1) % N

Posons a = 1, 1. Donc au bout de ¢t semaines avec une augmentation de 10%
par semaine on aurait :

N(t) = Ny x a’

Eh bien, c’est précisément par définition la fonction exponentielle exp,
(Définition 4.2.12). En fait, ce que ce calcule montre c’est que lorsque nous
parlons d’une augmentation de \% (par seconde, par semaine chaque
année, etc.), on parle précisément d’une fonction exponentielle.

PUBLIC HEALTH SCIENTISTS
orG /
EXPONENTIAL]
EXPONENTIAL
O GROWTH! O GROWTH
7\/ 4\

UNDER EXPONENTIAL
CONTROL GROWTH
GOING EXPONENTIAL
DOWN GROWTH

Exemple 4.2.16 (Radioactivité)

Nous concluons en montrant que les propriétés du [Définition 4.2.12| caractérisent
complétement les fonctions exponentielles :

Théoreme 4.2.17

Toute fonction a valeur réelle f définie sur R qui n’est pas la fonction nulle, vérifie
la formule

flx+y) = f(z).fy)

et est monotone ou continue, est une fonction exponentielle.

Démonstration. Comme f(x) = f(2+%) = f(%)? alors f(x) > 0 pour tout z € R.
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La fonction f n’admet pas de zéros : en effet,supposons qu’il existe ¢ € R
tel que f(c) = 0. Comme f(z) = f((x —¢) +¢) = f(x — ¢)f(c), on aura aussi
f(z) = 0 pour tout . Mais par hypothése f n’est pas la fonction nulle. Donc, f
n’admet pas de zéros.

Posons a = f(1). On veut montrer que f = exp,. On vérifie d’abord que c’est
vrai pour z = n € N : en effet, f(2) = f(1+1) = f(1)® = a*. Par récurrence,
f(n) = a™ pour tout n € N. Comme f(0) = f(0+0) = f(0)> on a f(0) = 1.
Pourz=—-1onal= f(0) = f(1).f(—1) donc f(—1) est I'inverse de f(1), donc
f(=1) =a~'. Pour tout n € Z on a donc f(n) = a".

Ensuite, soit > € Q*. Comme f(2)™ = f(m2) = f(n) = a", f(%) est une
racine m-ieme de a”. Comme f () est positif, par 'unicité de la racine m-ieme

n

(Corollaire 3.5.2) ona f(Z) = am.

&2
m

Finalement, comme f est continue, l'unicité donnée par le [Théoreme 4.2.10|
implique que f = exp,.

Remarque 4.2.18

Soit a > 0. Alors

4
+o00 a>1
lim a* =<1 a=
T—r—+00
\0 O<a<xl
(0 a>1
lim a* =<1 a=
Tr—r—00
[ +00 O<a<xl1

4.3. La fonction logarithme et I’échelle logarithmique

On peut maintenant revenir a la notion d’ordre de grandeur :

Remarque 4.3.1

Dans la|Définition 4.1.1| nous avons défini 'ordre de grandeur comme l'entier
n dans I'exposant de 10". D’aprés le [Theoreme 4.2.10| on sait que la fonction
exponentielle de base 10 existe sur R, fi, = 1007 : R — R* et est strictement
croissante. Donc, bijective sur sont image. Grace au[lheoreme 3.5.1| on sait
que 10¢) est une admet une fonction inverse continue strictement monotone.
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On la note log,, : RY. — R.

Définition 4.3.2

Soit z € R. On appelle ordre de grandeur de x, le nombre réel y = log;,(z),
c’est a dire, tel que 10Y = z.

Proposition 4.3.3

Pourtout z,y € R} ona:

log,o(zy) = logyo(x) + logyo(y)

Démonstration. Par définition de log,,, il suffit de montrer que

10|og10 (zy) — 10|og10 (z)+logyo(y)

Comme log,, est l'inverse de 10(-), on a 10" = zy. Grace a
fion 4.2.71] on sait aussi que

10|°€10($)+|°g10(y) — 10'°g10(x).10|°g10(y) = 1.y

O]
Exemple 4.3.4 Echelle de Richter

Léchelle de Richter pour les séismes établit un lien entre la magnitude M du
séisme et la quantité d’énergie E (en joules) par la formule

log,o(F) =44+ 1.5M

Par exemple, pour un séisme de magnitude M = 5, on alog,,(E) = 4.4+1.5%5 =
11.9 ~ 12 d’'ou E = 10'? joules (comparer avec [Exemple 4.1.7). Le séisme de
2004 a Sumatra a eu une magnitude M = 9.1 pour une énergie £ = 10'® joules.

C’est aussi intéressant de comparer un séisme de magnitude M et un de
magnitude M + 1 :

logo(Epg1) =44+ 15(M +1) =44+ 1.5M + 1.5 = log,o(Ep) + 1.5
d’'ou

EM+]_ = EM X 101'5

avec 10'° ~ 31. Un ordre de grandeur au-dessus correspond a un tremblement
de terre 31 fois plus puissant.
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Plus généralement, le méme argument permet de définir la fonction logarithme de
base a :

Corollaire 4.3.5

Soit a > 0. Alors la fonction exponentielle f, : R — R* admet une fonction
inverse continue monotone. On I'appelle logarithme de base a, et on la note
log, : R — R. Pour tout z,y € R} ona:

log, (zy) = log, () + log,(y)

Simplifier :

) 10% )
l0g10(107°),  loguo(75),  logy(16), 5 £5(32)

Exemple 4.3.7 Décibels

B = 10.|0g10(1—0)

Exemple 4.3.8 pH

4.4. Boucles de renforcement, ’exponentielle et la mé-
thode d’Euler

On calcule la dérivée de la fonction exponentielle exp, (Définition 4.2.12). Par définition,
la dérivée en z est donnée par la limite [Définition 3.7.3]:

aa:Jrh —a®
lim
h—0 h
Par le[Théoréme 4.2.17/on a a®" = a*.a" donc
a*.a —a® a —1
= lim = d”.(im
h—0 h (h—>0 h )

Lexistence de la dérivée de a” est donc équivalent a I'existence de la limite L(a) :=
limy, % Cela ne dépend que du nombre réel a. Si L(a) existe, on aura donc
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fo=1L(a).fa (4.5)

avec L(a) une constante.

Lemme 4.4.1

Soit a > 0. Alors la limite L(a) existe.

Démonstration. On regarde le cas a > 1. Si 0 < a < 1 la méme preuve marche
si on remplace a par % On commence par calculer la limite

g 9P
ou g(h) = Lh‘l Comme a > 1, 0n a a” > 1. Comme h > 0 ici, on a aussi
g(h) > 0. Alors, 'image de g est minorée et par |Axiome 3.2.10|, admet une
borne inférieure > —oo. Si on montre que la fonction g(h) est croissante pour
h > 0, alors la [Proposition 3.4.24|implique que la limite existe, donnée par la
borne inférieure. Il suffit donc de montrer que la fonction £ +— ah,;l est croissante
pour h > 0.

Soit 0 < u < v. On cherche a montrer que

Il suffit de montrer que
v.a® —u.a® <v—u

Par continuité de I'exponentielle a«* (I'héoreme 4.2.10), et les propriétés dans
[Exercice 3.9.7|il suffit de montrer cette formule remplagant « et v par des suites
u, — u etwv, = vavec u,,v, € Q:

lim(u,.a"™ — v,.a"") = v.a® — u.a’
n

lim(v, —u,) =v —u
n

Il suffit donc de montrer le cas ou u < v avec u,v € Q. Posons u = 2, v =
avec p < q,p, q € Z. |l faut montrer que

S

a5—1<a%—1
]

n n

ou de facon équivalente, si on pose b = @i, qu'on a
-1 -1
<
p q
Comme a > 1,0naaussib= {/a > 1. Posonsb=1+cavecc>0.0na
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P P! ol g
W= (c+ 1) = i 41
= (-l = (-l
On a
=1 i _ _
W —1 . Zf:o (p—Z;,')'z' P o g p' —7 pzl (p - 1)' —1
P D — (p—)l.(i").p = (p— i)l

) 2 31

Finalement, il suffit de voir que pour n < m avec n,m € Zon a < < < pour
chaque terme.
O]

Corollaire 4.4.2

Soit @ > 0. Alors la fonction exponentielle exp, est dérivable sur R avec
exp,, = L(a).exp,.

La question du calcul explicite de la valeur de L(a) est plus délicate. Ce que nous
ferons a la place, c’est la rétro-ingénierie du cas le plus simple possible ou on suppose
L(a)=1:

Proposition 4.4.3

Imaginons une fonction f qui vérifie I'équation f' = 1.f avec f(0) = 1. Alors f
est une fonction exponentielle.

Démonstration. Si f vérifie /' = f alors f est dérivable et donc continue. Grace
au[Theoreme 4.2.17|il suffit donc de montrer que f(x + y) = f(x).f(y) pour tout
x,y € R. Posons une fonction g : R — R définie par

9(z) = flz +y —2).f(2)
Alors, g est le produit de fonctions dérivables, donc est dérivable
tion 3.7.5). On a pour tout z

9(z) = fle+y—2).(=1)f) + fle+y—2).f(z) =
=—fla+y—2).fG)+ flz+y—2)f(2) =

Donc , par |Corollaire 3.7.11] g est constante = ¢(0) = f(z + y).f(0) =
fla+y)l=flz+y).
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Finalement on a pour tout z € R,

fle+y—2).f(z) = flz +y)
Posons donc z = y, on trouve

f(@).f(y) = flz +y).

Par le|Theoreme 4.2.17| f est une fonction exponentielle, c’est a dire, de la forme
a® pour un certaina = f(1) € R O

Voila donc la vrai question :

Probléeme 4.4.4

Est-ce qu’il existe vraiment une fonction f qui vérifie
ff=f

et f(0)=17

Remarque 4.4.5

Une fagcon schématique de visualiser f’ = f consiste a considérer une boucle
de rétroaction positive : plus f est important, plus sa dérivée est importante et
donc plus f augmente, suivant un cycle sans fin.

+
5T

—1l
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Théoreme 4.4.6 (Construction de I’exponentielle par la méthode d’Euler)

Il existe une unique solution de f' = f avec f(0) = 1.

Démonstration. Commencons par montrer l'unicité, supposons que g est aussi
solution, ¢’ = ¢. Posons

On a pour tout x

W(z) =g'(x).f(z) — g(z).f'(—z) = g(x) f(x) — g(x).f(x) = 0
donc, par |Corollaire 3.7.11, h(xz) est une fonction constante. Comme
h(0) = g(0).f(0) =1x1=1,0onag(z).f(—z) = 1. Comme f est solution aussi,
onaaussi f(z).f(—x) = 1. Onadonc g(z) = f(z).

Essayons de construire une solution. On commence par chercher la valeur de
f(1). La méthode utilisée s’appelle la méthode d’Euler. On connait la valeur
de f en 0 mais on connait aussi la valeur de sa dérivée en 0. Lidée est la
suivante - en connaissant la position de départ f(0) et toutes les vitesses f/,
nous pouvons essayer de reconstruire la trajectoire et de déterminer la position
apres 1 seconde, f(1).

Supposons qu’une solution existe, f, et qu’on veut calculer la valeur f(0 + h)
avec h trés proche de zéro. Alors comme f'(0) = f(0),

£0) — tim 10D = 1O

h—0 h

Donc pour h positive et tres proche de zéro, on a une formule approximative

f(h) = f(O)h + £(0) = F(0)(1 + h)

Comme on suppose f(0) =1,0n a

f(h) = f(0)h + f(0) = (1 + h)
On peut maintenait essayer de calculer la valeur de f un petit pas plus loin, par
exemple, en 0+ 2h. Ici, la méme stratégie s’applique : on sait que f'(h) = f(h) et
donc de maniere approximative on prend le point de départ - = h, on suppose
que la vitesse est constante le long du chemin entre h et 2h et on fait une
extrapolation :

f(2h) = f(h) + h.f'(h) = f(R)(1 + h) = (1 + h)?

On peut itérer la méthode et trouver

f(nh) = (1 +h)"




4.4. Boucles de renforcement, I'exponentielle et la méthode d’Euler 120

En pratique cette stratégie revient a approximer une courbe par ses droites
tangentes successives :

A

A, N3y
Az

Ag

>

En générale, si on choisit i tel que 1 = nh, la valeur (1 + h)" est tres différente
de f(1). Lidée c’est de considérer des partitions de l'intervalle [0, 1] par de pas
de plus en plus petits et se rapprocher de plus en plus de la vraie valeur f(1).
Notamment, on s’interesse a étudier la limite

1
lim (1+ —)"

n—-4o0o n

On montre que cette limite existe : on pose u, = (1 + )" et on commence par
montrer que la suite u,, est croissante. Par la formule du binbme

(1+1)"—1+ A E R LA
n’ 1/n 2/)n2 n/)nn

On peut aussi vérifier par récurrence que pour 2 < k < nona

(Z) = %(1 - - %)...(1 _ k=D,

nk

n n
Donc
n 1 k—1
w=2+3 5[0~ 1y (4.6)
k=2 j=1
n+1 k—1 .
1 J
Upt1 = 2+ ' (1 - )
P k! e n+1
On vérifie que pour chaque &, on a
k k k
1= —1-YH=—" ">
( n+1) ( n) n(n+1)_0

Donc
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et la suite est croissante.

Pour montrer que la suite converge, il suffit (par [Proposition 3.3./) de montrer
gu’elle est majorée. Regardons la formule ﬁ[) rona(l—-1Z)<lcarj<n.
Donc,

On montre par récurrence que 2" < (n + 1)!. Donc

<oriply 1
Up < TR T

Par IlExemple 3.8.2, on a

u, <24+1<3

La suite est donc croissante et majorée. On note

1
e:= lim (1+-)"

n—-+4oo n
la limite.

Cette stratégie nous permet de reconstruire la valeur de f(1). Nous pouvons
maintenant appliquer la méme stratégie pour construire f(z) pour n’'importe quel
x a partir de f(0) : en prenant des petits pas de taille & a la fois, nous pouvons
écrire x = hn avec n > |z|, et considérer la limite

lim (14 —)"
n—-+oo n

Pour montrer que la limite existe pour = quelconque on aura besoin d’une
stratégie plus fine. Posons, pour n > |z|

R R

Comme on considere n > |z|, on a u,(x) > 0 pour tout x dans R. On montre
que la suite u,(x) est croissante, v,(z) est décroissante et que u,(z) — v,(z)
converge vers 0. Par [Exercice 3.9.7-(6), la suite u,(z) est convergente.

— Pour tout z, la suite u,(x) est croissante. Par un petit calcul, on remarque
que

Donc
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e Gl G n(n+1)(1+ £)

n

)n+1

Unt1(z) = (1 4+

X

)
(n+1)(1+£)

Ui () = un(@).(1 + %).(1 —-

Il nous faut montrer que

i

i) 2!

(1+ %).(1 _

Pour cela on montre un petit lemme par récurrence : pour tout A > —1 et
n>1,ona(l+\)">1+n\ On laisse la preuve comme exercice. Par
conséquent, dans notre cas

<1+%) ' <1 a n(n—l—lx)(l—i—%))nH -

Finalement, un calcul directe montre que

(1 + %) ' (1 B n(n(—t;_)(ll)i— %)) =1

Donc u,(x) est croissante.

vV
N
[a—y
+
3|8
N—
P
|

3
s
+=
S| aF
==
_i_&
:il?
~

— v, (x) est décroissante. Puisque u,(z) est croissante pour tout x, u,(—x)
aussi est croissante. Donc v, (z) = ﬁ est décroissante.

un(z)

— u, — v, converge vers zéro. De fagon équivalent, il suffit de voir que
converge vers 1. On calcul explicitement

un(7) (1+3)".(1-2) = (a+2.a- %))n

Up () n n

(-5
n2

Par le petit lemme évoqué ci-dessus,

(3> (-5)-(-2)

et par construction
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Donc

2 25\ ©
n n

Par le théoreme de gendarmes pour les suites (Exercice 3.9.7+(5)),

Finalement, on pose

f(z) = lim (1—1—%)” , n> |zl

n—-+o0o

Par construction on a f(0) = 1. Il reste a vérifier que f est dérivable et que
f" = f. On montre que la limite

o @+ h) = f@)
o h

existe et est égale a f(z). On commence par calculer u,,(x + h). D’abord on peut
faire un petit calculer pour montrer qu e

(1428 = (14.9) ((_))

En utilisant cette formule, on a

<1+xzh)n:(1+g)" <1+n(%

18

etdonc pour |h| < 1,n > |z|+1,0na

un(x + h) — un(x) <1 + n(—h)>

142

Encore une fois on utilise le petit lemme évoqué ci-dessus, et on trouve

h n
Un (7 + ) > up (). (1 + @)

et par passage a la limite n — +o0, on trouve
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flx+h) > f(x).(1+D)

En remplagant, h par —h, ontrouve f(z—h) > f(x).(1—h)etsionposey = z—h
ona f(y) > f(y+ h).(1 — h). C’est vrai pour tout y, donc aussi,

f(x) > f(x+h).(1—h)

Pour h > 0ona

et pour h <0

Dans les deux cas, la limite h — 0 existe et est égale a f(z). La fonction est

donc dérivable.
OJ

Définition 4.4.7
On appelle le nombre réel e obtenu dans la preuve du[lhéoreme 4.4.6|le nombre

d’Euler ou constante de Néper. On note e = exp, () et In(z) := log,(x) pour tout
z € RL.

Corollaire 4.4.8

La seule solution de f' = f avec f(0) = C c’est la fonction f(z) = C.e".

Démonstration. En effet, soit f une solution de ' = f avec f(0) = C. On pose
g=2L4.Aors ¢ =L = gavec g(0) = 2 = 1. Par le [Théoréme 4.4.6| et la
[Definition 4.4.7}, g(x) = e* donc f(z) = C.e".

OJ
Corollaire 4.4.9

Soit a > 0. Alors les deux fonctions
exp, = exp, (In(a) * (—))

coincident. En plus, on a L(a) = In(a).
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Démonstration. Par l'unicité de la fonction exponentielle (Ihéoreme 4.2.10}
|Théoreme 4.2.17|), il suffit de montrer que exp,(1) = exp.(In(a)). Comme par
définition, In = log,, on a de chaque c6té : ' = a'. Finalement si on dérive de
chaque c6té, on obtient L(a) = In(a). O

Remarque 4.4.10

En particulier, on peut maintenant facilement passer des puissances de 10 a des
puissances de 2 :

10* = eln(lO)*x _ 61n(2) 1{;1((12())) T 2111;((120)) *T

On trouve In(10)/1n(2) ~ 3.32, compatible avec I'approximation utilisé dans
llExemple 4.1.11}

Nous arrivons donc a trois facons de caractériser la fonction exponentielle et a la
démonstration du .

Corollaire 4.4.11

Il existe une fonction, que nous appelons exponentielle, qui a les caractérisations
équivalentes suivantes :

— C’est la seule fagon continue d’étendre les puissances 10" a tous les
nombres réels 10* en respectant la formule 10**¥ = 10*.10¥ (Théo;
reme 4.2.10).

— C’est le seul résultat d’'une évolution a taux constant % par unité de temps
(Exemple 4.2.15).

— c’est le seul mécanisme qui transforme la loi de I'addition en loi de la
multiplication (Theoreme 4.2.17).

— c’est la seule solution d’une boucle de rétroaction positive (Ihéoreme 4.4.6)

+

quantité en temps t quantité ajoutée

Exemple 4.4.12

On reprendre ici [Exemple 4.2.15|. La variable ¢ représente le nombre de se-
maines avec ¢ = 0 = minuit du premier janvier. Le nombre de malades au but de
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t semaines est donc N(t) = Ny.(1,1)". Grace au[Théoreme 4.4.6/0on sait que

N(t) = No.(1,1)" = Ny.elnt-1s
et donc, sa dérivée vérifie I'’équation
AN ()

dt
et ¢a correspond donc a une boucle de rétroaction positive

=1In(1.1) x N ()

iy =

Mouveau Patients

taux de

contaminations

Patients Malades

Définition 4.4.13

Considérons la fonction exponentielle f(t) = a' = (@ pour a > 0. Le temps
de doublement de f c’est le temps T', nécessaire pour double la fonction f, c’est
adire, la solution de f(t + 1) = 2 = f(t) pour tout ¢t € R. Concretement :

ft+T) = @D — 9y f(t) = 2 5 enl@t

eln(a)*t * e1n(a)>|<T — 9% eln(a)*t

Comme e™(@* > (0, V¢ on peut diviser par e™@* de chaque c6té. On obtient :

donc
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Exemple 4.4.14 (Population de Bactéries)

On considére une population de bactéries dont la taille double chaque minute.
En ¢t = 0, on commence avec une bactérie, en t = 1 minute on a 2 bactéries,
etc. Soit P(¢) quantité de bactéries au bout de ¢t minutes. Par hypothese on a
P(0) = 1. En sachant que le temps de doublement de P(t) est d'une minute, on
sait que P(t) est de la forme o avec In(a) = =2 Donc

P(t) _ eln axt _ 6ln(2)>s<t — 9ot
La dérivée de P(t) vérifie donc I'équation
P'(t) = In(2) x P(t)

et ca correspond donc a une boucle de rétroaction positive

Population de
Bactéries

¢ *

Reproduction des
bactéries

Taux de reproduction

Exemple 4.4.15
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Exemple 4.4.16

i e
v

Définition 4.4.17

Soit £ > 0. La durée de vie moyenne )\ associée a la fonction exponentielle
f(t) = e est
1
A=
k

Exemple 4.4.18 (Ressource limitée )

Un réservoir d’eau continent 600 litres d’eau. La consommation augmente de
3% par jour. Combien de jours avant que nous ayons moins d’un litre ? Si on
pose L(t) la quantité d’eau le jour ¢, avec L(0) = 600, la quantité d’eau le jour 1
est donnée par

L(1)=L(0) —3%de L(0) = (1 —0.03) * L(0) = (0.97) * Q(0)
En générale :

L(t) = (0.97) % L(0)
Q(t) = (0.97)" * Q(0) = ™9V x (0)
On an(0.97) ~ —0.03 , donc

L(t) _ 67(0.03)*t * L(O)

Comme I'exponentielle est décroissante, il faut donc résoudre

L(t) = e 0%« L(0) =11



https://www.youtube.com/watch?v=_XTtjZ8aZbc
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1
—(0.03)%t _
‘ L(0)
0.03 % ¢t = In( L )
—0.03 % ¢ = In(—
600

On obtient ¢t = 213 jours.

La dérivée de L(t) vérifié 'équation
dL
— = —0.03 % L(2
. * L(1)

Ca correspond a une boucle de rétroaction de la forme

| 2
Eau dans le réserw:.urf e J

consommation d'eau

taux de
consommation

Remarque 4.4.19

Dans I[Exemple 4.4.18/on a constaté que

In(0.97) = In(1 — 0.03) ~ —0.03.

Ce n’est pas simplement de la chance. C’est une conséquence du fait que le
développement limité de In(1 + x) est de la forme

2 3

n(l+a)=0— > +2 _
n(l+z)=ux 2—1—3

donc pour z suffisamment petit, on a In(1 + x) ~ z. (Voir Poly S1)
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Exemple 4.4.20

Pour acheter une tablette de P=400€ on fait un prét. Chaque mois il faut
rembourser r=2% de ce qui reste a payer. La banque prendre un taux d’interét
de 7=1.3% par mois. Combien avons-nous payé apres n mois ?

— Ent = 0 (aujourd’hui), on doit 400 euros a la banque et on doit payer rP.
Il nous restera a payer P(1 —r).

— Ent = 1 mois, a cause du taux d’interét, on doit

Pl—-r)+ Pl—r)x7=P(l—r)1+T1)
a la banque. On doit donc payer r.P(1 — r)(1 + 7) et il nous restera
P(1—r)*(1+7) a payer.

— en t = n mois on doit

PA—-r)"14+)"

a la banque. On doit payer r.P(1 — r)"(1 + 7)™ et il nous restera a payer
P(1 —r)" (1 4+ 7)".

Au bout de n mois on aura donc payé

n n

Y rPA-r)(1+7)=Pry (1—-r)1+7)

t=0 t=0

Soita = ((1 —7)(1+7)). Alors

3

1_an+1
r.P( 1—7" PTZa—Pr

t=0
Pour nous, o = (1 — 0.02)(1 + 0.013) = 0.993. Donc

11—«

1 — (0.993)"+1

— 400 * 0.02
00 0.02 =503

~ 1142 (1 — (0.993)")

Comme (0.993) < 1, la limite lim,,,, +(0.993)" = 0. Donc

1 — (0.993)"+!

1142
1-0003

=400 % 0.02

Donc, on finira par payer 1442€.
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Exemple 4.4.21 (La soupe qui refroidit)

Nous sommes en retard pour le diner et la soupe est en train de refroidir a
la maison. Soit 7., = 15° la température ambiante a la maison et soit 7'(¢) la
température de la soupe en fonction du temps (¢ en minutes) avec 7'(0) = 80°C.

La loi de refroidissement de Newton stipule que le taux de perte de chaleur d’un
corps est proportionnel & la différence de température entre le corps et le milieu
environnant.

dTl
E = k(T(t) - Tem))

Grace a des expériences passées, on sait qu’au bout de 10 minutes la soupe
est déja a 40° C. Combien de temps on a avant que la soupe atteigne 20° C?

Posons y(t) = T'(t) — Te... Alors, 'équation en haut est équivalent a

dy _

o = k(D)

avec solution y(t) = C.e*. On sait que y(0) = 80 — 15 = 65 = C et que
y(10) = T(10) — 15 = 40 — 15 = 25. Donc

65.¢'%% = 25

d’'ou

ot

B ln(25) N
10

=]

—0.1

Donc,

T(t) = 65.e 1" + 15
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plot  65¢ "' 415 0 t0 40

Plot
RO \.\
.‘||§
|1'||§
;'mi ™
-lllé "
30 | R

20 | e

Il faut donc résoudre I'équation

65.e %1 + 15 =20

65.e % =5
In(2
= —M ~ 25min
0.1

4.5. Mécanisme de réchauffement climatique par effet
de serre.

"Si la quantité d’acide carbonique augmente en progression géométrique, I'aug-
mentation de la température suivra, presque avec une progression arithmétique."

Svante Arrhenius, 1896

La Terre recoit et libére de la chaleur en suivant les principes de la thermodyna-
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mique :

— Energie recue. La source principale d’énergie recue est le rayonnement solaire,
a un rythme de 1360 W/m?2. Environ 30% de cette lumiére est immédiatement
reflétée par des nuages, la neige, etc. Les 70 % restants interceptent la Terre
sur un disque projeté d’'aire A = 7.R? ou R est le rayon de la Terre (6 x 103) :

i &

Pour une puissance totale P_, de

P, :==1360 % 0.7 x 7 x R?
— Energie émise. Le mécanisme par lequel I'énergie quitte la terre est gouverné
par la loi de Stefan-Boltzmann
_P<_ == Asurf.o-.T4

ou A, s est l'aire de la surface de la planéte, o est la constante de Stefan-
Boltzmann o = 5.6710~% W/m?/K*, et T est la température de la surface rayon-
nante, en Kelvin.

Léquilibre thermique correspond donc a I'équation

1360 % 0.7 * 7 * R = 47.R? % 0. T*
d’ou

1360 * 0.7 1360 * 0.7
T=\—" =" =255 K~ —18°C
\/ 4o \/4 X 5.6710-8

Cela correspond a une différence de 33° C par rapport a la température moyenne
terrestre d’environ 15° C. Cette différence provient de la présence des gaz a effet de
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serre .

Faitd.51 ()

AT = k. In( COam C[gjioo )

4.6. Croissance économique et les limites physiques

Revenons maintenant aux questions énergie-climat. On se propose ici a analyser
la question de couplage entre croissance économique et consommation d’énergie
posé par les Exemples [2.1.1]|2.1.3| et [2.1.4| et décrite dans le |Probleme 2.2.1]:

Probleme 4.6.1

Est-il raisonnable de supposer qu’au cours des prochains siécles, I'activité
économique humaine pourra continuer a croitre en méme temps que la
consommation d’énergie, suivant la méme tendance qu’au cours du XXe siecle ?

Exemple462 [~ ]

Lidée est de comparer l'activité de 'humanité a une lampe rayonnant de
I'énergie avec une puissance croissante dans le temps. Pour cela, prenons la
puissance énergétique de I'activité humaine en 2020. D’aprés la figure dans le
on a consommé environ 160 000 TWh d’energie primaire en 2020.
D’aprés [Exemple 4.1.7| cela correspond & 102° Joules, donc une puissance

de ieseondes = 10" Watts. On avait aussi vu que pendant le XXieme siécle

¢a a augmentée d’environ 2%-3% par an. Pour les effets de calcul on va
donc prendre un taux de 2.3% que correspond a un facteur 10 par siecle (voir
[Exercice 4.7.3).

La question peut alors étre reformulée de la fagon suivante : est-il raisonnable



https://www.rsc.org/images/Arrhenius1896_tcm18-173546.pdf
https://open.umn.edu/opentextbooks/textbooks/980
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de compter sur une croissance similaire pour les prochains siécles ? Si on pose
t = 0 = aujourd’hui et ¢ en siécles, on s’interesse donc a analyser la fonction
exponentielle

E(t) = 10" % 10" = 10" W

— Nous avons vu dans la[Section 4.5/ que la puissance solaire sur I'atmos-
phere terrestre est de 1300 W/m? et que seulement 70% de cette énergie
arrive en surface, c’est a dire, 10° 1W/m? interceptent la Terre sur un disque
projeté d’aire A = 7.R? ou R est le rayon de la Terre (6 x 10° m). Seulement
un quart de la surface de la Terre est couverte. Nous obtenons donc

10% x 7 x 62 x (109)?
4
Si nous installons des panneaux solaires sur chaque metre carré de
territoire disponible convertissant la lumiére du soleil en énergie électrique
avec une efficacité de 20 % (le standard commercial d’aujourd’hui), nous
conservons donc 6 x 10! = 6 x 1032 W.

~3x 101w

On constate donc qu’en seulement 2 siécles et demi, si on garde le rythme
de 2.3% par an, on aura besoin d’'une puissance équivalente a toute la
puissance solaire arrivant sur terre.

— Si on couvre aussi les océans avec des panneaux solaires avec une
efficacité de 100%, on obtient environ

10% x m x 6% x (10%)% ~ 113 x 10" ~ 10" = 10" W/

Donc, en seulement 400 ans, avec le rythme de 2.3% par an on aura
besoin d’une puissance équivalente a couvrir tout la surface de la planéte
avec des panneaux solaires.

— Nous pourrions peut-étre faire mieux que ¢a et essayer de construire une
sphére de panneaux solaires autour du soleil. La puissance absolue du
soleil est d’environ 4 x 10?6 W. Mais 10%¢ = 10'3*13. Donc en seulement
1300 ans on aurait besoin d’avair toute la puissance énergétique du soleil !

— On peut continuer le raisonnement : dans notre galaxie, il y a environ 10*!
étoiles, donc 10'! fois la puissance du soleill 10! x 10% = 1037 W. Cela
correspond a 37 = 13 + 24 donc seulement 2400 ans !

— Pour finir le raisonnement : il y a environ 10! galaxies...on constate donc
que, avec une croissance de 2.3% par an, dans moins de 5000 ans, on
aurait besoin d’avoir presque toute la puissance énergétique de 'univers....
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Voici donc un résumé en échelle logarithmique :

55 | Watls

Puissance totale de toutes les étoiles de toutes les galaxies

Plissance totale de toutes les étoiles de Ia galaxie

Couvrir la totalité de la Terre de panneaux solaires pour capter toute I'énergie du soleil.

10 Couvrir tout le territoire mondial de panneaux solaires pour capter toute I'énergie du soleil.

Puissance énergétique civilisation humaine

On vient donc de démontrer par 'absurde que on ne pourra pas continuer une
croissance de 2.3% par an pendant longtemps. On verra plus tard (Exemple 5.2.6) que
I'hypothese d’une croissance infinie sous la contrainte d’'une consommation d’énergie
stagnante est également absurde.

Remarque 4.6.3

LIExemple 4.6.2| (et voir aussi l|[Exemple 5.2.6/en bas) montre que, a cause des
propriétés de la fonction exponentielle, il n’est pas raisonnable d’espérer une
croissance économique durable. Cependant, nous sommes devenus tellement
dépendants de la croissance économique pour garantir la stabilité de notre civili-
sation, que nous I'avons méme ajoutée comme axiome dans notre constitution
europeenne:

Article 3
(ex Article 2 TEU)

3. The Union shall establish an internal market. It shall work for the sustainable development of
Europe based on balanced economic growth and price stability, a highly competitive social market
economy, aiming at full employment and social progress, and a high level of protection and
improvement of the quality of the environment. It shall promote scientific and technological advance.



https://eur-lex.europa.eu/legal-content/EN/TXT/HTML/?uri=CELEX:12008M003
https://eur-lex.europa.eu/legal-content/EN/TXT/HTML/?uri=CELEX:12008M003

4.7. Exercices 137

4.7. Exercices

Exercice 4.7.1

Quel est I'ordre de grandeur du nombre de fenétres sur le campus de la fac?

Exercice 4.7.2

La preuve suivante que —1 = 1 contient une erreur. De quoi il s’agit ?
Preuve :

(D)= (-1 = (-1} =) =Vi=1

Exercice 4.7.3

Quel est le taux de croissance annuel d’une quantité qui augmente d’un facteur
10 par siecle ?

Exercice 4.7.4

Un étre humain marche linéairement, c’est-a-dire, a chaque pas, il avance
d’environ 0.5 metres. Une autre espéce, I'"homoexponentiel" marche de fagon
exponentielle : a chaque pas, il double la taille du pas précédent. Comparez les
distances parcourues par I'étre humain ordinaire et 'exponentielle aprés 30 pas.

Exercice 4.7.5

En 2013, la population de la République démocratique du Congo (capitale
Kinshasa) compte environ 63 millions d’habitants. Le taux de croissance annuel
de cette population est de 3% . Supposons que ce taux se maintienne dans les
années a venir.

1. Calculer la population de ce pays en 2025.
2. Quand le Congo comptera-il 80 millions d’habitants ?
3. Combien d’années faut-il a la population congolaise pour doubler ?

Exercice 4.7.6

Une personne souhaite placer 2500 euros sur un compte épargne.

1. Quel doit étre le taux d’intérét annuel si elle veut que son capital atteigne
3000 euros aprés 5 ans ?

2. Quel doit étre le taux d’intérét annuel si elle veut que le facteur de crois-
sance pour une période de 10 ans soit égala 1,2?
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Exercice 4.7.7

Montrer que I'exponentielle e* croit plus vite que n’importe quel polynéme z™ en
calculant les limites

pour tout n > 1.

A la suite de ce constat,commentez le principe de proportionnalité appliqué a la
gestion de la pandemie.

Exercice 4.7.8

On reprendre ici le graphique dans des émissions de C'O, depuis
1850. Cette courbe peut étre approximée par une fonction exponentielle E(t) =
1.5¢%%% ou E(t) est est le taux d’émission de CO,, par an et et ¢ est le nombre
d’années depuis 1800. Calculer la quantité totale de C'O, émise depuis 1800 et
comparer avec les données.



https://www.lemonde.fr/les-decodeurs/article/2021/01/27/covid-19-plus-les-mesures-de-lutte-contre-l-epidemie-sont-prises-tot-plus-elles-sont-efficaces_6067831_4355770.html
https://www.lemonde.fr/les-decodeurs/article/2021/01/27/covid-19-plus-les-mesures-de-lutte-contre-l-epidemie-sont-prises-tot-plus-elles-sont-efficaces_6067831_4355770.html

5

Equations differentielles et modélisation
de systemes soOcio-écologiques

Tous les modéles sont des fragments extrémement simplifiés de la réalité. Mais ce

n’est pas une raison pour les écarter dans la mesure ou ils nous permettent d’évaluer
des risques systémiques.

5.1. Premiers exemples : modéle exponentiel

On commence par reprendre quelques exemples du chapitre précédent.

Le modéle le plus simple d’'une épidémie c’est le modéle de I'équation différentiel
étudié dans I[Exemple 4.4.12|

dN(t)
dt
On a vu qu’une fagon équivalent d’exprimer I'équation différentielle c’est par un
schéma de rétroaction :

=1In(1.1) x N(t)

( :"J = 1 Patients Malades
Mouveau Patients
taux de

contaminations

Pour un systéme si simple, la solution est connue, donnée par
N(t) = No.(1.1)} = Np.e-D avec N, la quantité initiale de malades et
t en semaines.

Par exemple, le temps de doublement est d’environ 7 semaines.

139
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Pour des systemes plus compliqués, c’est difficile de trouver la formule exacte
pour la solution. Ici, nous avons réussi grace a la méthode d’Euler dans la preuve

du[Theoreme 4.4.6|en découpant le temps par des intervalles de plus en plus

petits. Ce que nous allons faire dans ce chapitre c’est de laisser I'ordinateur
faire cette subdivision et produire une solution numérique. Pour ¢a on utilise le
logiciel VenSim que nous permet d’introduire des schémas comme ci-dessus :

Vensim® PLE 9.1.1 : alades-simple.mdi* Variable : taux de contamina

2B & $BE S [@2) Run Name: current EEDPP>&E |l R 8-
Bd A ~= 0w 535 @0 oW [k = o

C 5 = % Patients Malades
Nouveau Patients
°

taux de \0/

‘contaminations=
1oy

Voici notre premiere simulation avec les parametres suivants

Ny = 1000

taux de contaminations =10% par semaine = In(1.1)

Patients Malades

6000

4000

2000

0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 20
Time (Week)



https://vensim.com/download/
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Pour faire nos modeélisations, nous utilisons le logiciel VenSim que vous pouvez
télécharger gratuitement ici. Ce logiciel permet de représenter une équation
différentielle par son schéma de rétroactions comme dans IlExemple 5.1.1] Voici
un lien qu’explique le dictionnaire utilisé et un tutoriel :

Building a Simple

Vensim Model

Exemple 5.1.3 Population de Bactéries

On reprendre ici l|[Exemple 4.4.14|avec une population de bactéries donnée par
le modéle

Population de
Bactéries

¢

Reproduction des
bactéries

Taux de reproduction

associé a I'équation différentielle
d P(t)

dt
Voici notre deuxiéme solution numérique, avec les parametres suivantes :

= In(2) * P(t)



https://vensim.com/download/
http://vensim.com/documentation/21990.html
https://vensim.com/building-a-simple-vensim-model/
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P(0) =1

taux de reproduction par minute =1n(2)

Population de Bactéries

200

180

160

140

120

100

Time (Minute)

Exemple 5.1.4

On reprendre ici IlExemple 4.4.18], avec I'’équation

dL
— =-0. L(t
7 0.03 % L(t)

que corresponde a une boucle de rétroaction de la forme

| i
Eau dans le réservoir f e

consommation d'eau

taux de
consommation

Voici notre deuxieme solution numérique, avec les parameétres suivantes :
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L(0) = 600

taux de consommation =0.03

Eau dans le réservoir

600

500

400

300

200

100

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Time (Day)

Exemple 5.1.5 Population

Considérons maintenant un modeéle plus réaliste pour une population de bacté-
ries. Si c’est vrai que le nombre total de naissances dépend du total de population
a un moment donné, c’est aussi le cas pour le nombre de déces. Considérons
une équation différentielle qui prend en compte les déces. On prendre I'équation
de llExemple 5.1.3|

d P(t)
dt
et on la modifie pour prendre en compte les déces :

— In(2) * P(t)

d P(t)

Cdt
avec 7 le taux de mortalité. Comme dans la [Définition 4.4.17|, 7 = % avec ) la
durée de vie moyenne d’une bactérie.

= +1n(2) x P(t) — 7 % P(¢)

Le résultat est donc une combinaison des [Exemple 5.1.3| et [Exemple 5.1.4]: un
taux positif (+1n(2)) pour prendre en compte la reproduction et un taux négatif
(—7) pour prendre en compte les décés. Le schéma de rétroaction est donc une
combinaison aussi des exemples [Exemple 5.1.3| et [Exemple 5.1.4]:
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C == Population

naissances décas
taux de natalité tau

En fonction de la valeur de 7, le systeme présentera des caractéristiques diffé-
rentes. En effet, 'équation différentielle du systéme peut s’écrire comme

d P(t)

= +In(2) « P(t) — 7% P(t) = (In(2) — 7) = P(2)

— Si (In2 — 7) > 0, le systeme est donc équivalent au systéme de
ll[Exemple 5.1.1]

— Par contre si (In2 — 7) < 0, le systtme est équivalent a celui de

lTExemple 5.1.4]

— Finalement, si (In2 — 7) = 0, a on I'équation P’(t) = 0 donc P(t) est
constante.

Voici les résultats pour une population initiale de 100 bactéries :

— 7 = 0.6 (durée de vie moyenne de 1.66 min) :

Population

400

200

— 7 = In(2) (durée de vie moyenne de 1.44 min) :
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Population
200

100

— 7 = 0.7 (durée de vie moyenne de 1.42 min) :

Population
100

50

5.2. Modele Logistique

On cherche maintenant a modifier le modeéle exponentiel de la section précédente
pour le rendre plus réaliste.

Prenons le modele de croissance exponentielle de llExemple 5.1.3|

E
dt
dont on connait la solution : P(t) = e™®* B,

= In(2).P()

Si on veut un modéle plus réaliste, il faut modifier 'équation car on sait que dans
le monde réel, une population ne peut pas croitre indéfiniment. Par exemple,
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le taux de croissance va diminuer au fur et a mesure que la nourriture devient
moins disponible. Une fagon de modeéliser cette situation est de considérer une
nouvelle équation

dP
— = (@)1 - —=).P)

ol K > P, > 0 est un seuil de population. A chaque itération, le ratio N (t)/K
compare le niveau de population actuel avec le seuil K. La différence 1 - N(t)/K
oscille entre 0 et 1 (1 étant tres éloigné du niveau maximal, 0 trés proche du
seuil). Au fur et a mesure que 1 — N(t)/K devient de plus en plus petit, il
commence a modifier le taux de croissance In(2).

Si on pose
_ P(t)
a(t) =1n(2)(1 — e )
I'équation peut donc s’écire comme
dpP
= = a(t).P(t)

et on peut penser a a(t) comme un taux de croissance qui dépend de N (t).

Définition 5.2.2

Léquation différentielle de la forme

P P(t)
— =c(l— =2).P)

pour ¢, K > Py > dou0, s’appelle I'équation logistique. La constante K c’est le
seuil.

Proposition 5.2.3

La fonction P(t) = % est solution de I'équation logistique avec condition
initiale P(0) = Py.
Démonstration.
P().BCt PO _ P() _
— — P % (e ct 4+ 2 1
(14 Zeect) et b b ( K)
Donc
P
(Py* (e + EO) Y =Py*(—1)* (e %)2 * (—c) * e
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_ P(] _ _ C *x P(t)
=P ct ZU9y-1 o ct _
(t)*( +K> ( C)*@ 1—|—%*€Ct
Il suffit donc de vérifier que
1 P(t
— = (1— ﬁ)
1 + N7d * e¢ K
En effet :
( P(t)> —a Py.e ) = (1+ fee) « K — Py.e”
K 1+ ety x K7 (1+ ety x K
K 1

(1+%ec’f)*K:1+%*ect

Exemple 5.2.4

Revenons a llExemple 5.2.1| avec une population de bactéries qui double chaque
minute avec une population initiale P(0) = 100. On considére un seuil de K =
1000 bactéries. Léquation logistique est donc donnée par

dP P(t)
i In(2)(1 — m) x P(t)

avec une solution

100.eln(2)

(t) =
(]_ + %eln@)t)

pour la condition initiale P(0) = 100.
Voici le graphe P(t) :
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1000
ai)
b

100

20

On observe que contrairement au cas exponentiel, ici la population va augmenter
jusqu’a atteindre le seuil puis se stabiliser.

Remarque 5.2.5

Prenons la solution du modéle logistique de la [Proposition 5.2.3]

Py.et P,
P(t): 0-€ _ 0

(14 Dect) et 4+ 20

Alors, comme l[Exemple 5.2.4|le suggere, on a

F, P
lim P(t) = lim 0 5 = OP
t—+oo t——+oo g—¢t | ?0 0+ ?0

grace a la[Remarque 4.2.18|

Revenons a la discussion de la[Section 4.6 :

Exemple 5.2.6 Découplage énergie-PIB - croissance infinie dans un monde

fini - [Voir ici - §2.3

Dans la production annuelle de richesse - Py, - il y a toujours une partie qui
dépend des flux physiques et de la consommation d’énergie - Py, .,,. Par définition,
on a donc chaque année



https://escholarship.org/uc/item/9js5291m
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Nous avons vu dans [Fait 2.1.1], [Fait 2.1.3| et [Fait 2.1.4] que tous les deux ont

augmentée de fagcon exponentielle depuis un siecle. On suppose ici un rythme
de 2.3% par an en moyenne comme dans I[Exemple 4.6.2] La conclusion c’est
donc que

Py (t) = Pip,1900 * 10°
Pib,en(t) - -Pib,en,1900 * 1Ot

avec t en siecles. En particulier, le ratio

Pib,en(t)
Py(t)

est a peu pres constant depuis un siécle.

La question de découplage énergie-PIB, c’est de savoir si 'on peut garder la
croissance économique et en méme temps, diminuer la partie physique du PIB.

Imaginons donc un scénario ou :

— On réussie une transition des ressources non-renouvelables vers des
ressources renouvelables et nous retrouvons un modele soutenable
ou la partie physique Py ..(t) commence a suivre un modele logistique
(Exemple 5.2.4) a seuil K. Alors, par la|[Remarque 5.2.5, on aurait que la
limite lim;_, o Py, (t) eXiste et est égale & K ;

— en méme temps on garde la croissance économique de 2.3% par an
(croissance infinie).

Par I[Exercice 3.9.13 et la[Remarque 4.2.18| on a
. Pib,en(t) o . . 1 .
A (tilﬁéo B”’ff"“)) ' (tllinoo P (t)) -

1
=K. ( lim —> =K. ( lim Py g0 * 10—t) =K0=0

t—-+oo Py, 1900 * 10¢ t—+o00

Cela veut dire que toute la partie de 'économie qui participe avec des flux phy-
siques, devient sans importance pour la production de richesse. Une autre fagon
de dire, gratuit. C’est donc une démonstration par I'absurde qu’'une découplage
absolue est impossible si la croissance exponentielle (de n'importe quel taux par
an!) se poursuit indéfiniment.
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1] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Pour conclure cette section, nous allons décrire un schéma de rétroaction pour I'équa-
tion logistique :

Exemple 5.2.7

Comme on I'a vu a la fin de I[Exemple 5.2.1| le modéle logistique est une
modification du modeéle exponentiel, avec une équation différentielle

dP
avec
_ P(t)
at) =In@)(1 - =)

On peut donc obtenir le schéma correspondant a partir d’'une modification de
I'exponentiel. Voici :
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C ——

reproduction des
taux de reproduction bactéries

initial
\

taux de reproduction

Population

/

Seuil

ou

taux de reproduction intial = In(2)

seuil = K = 1000

et le taux de reproduction dépend aussi de la population, donnée par

a0

taux de reproduction = «a(t) = In(2)(1 — e )

Voici le résultat d’'une simulation pour P, = 100 :
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Population
1000 =
500
0
0 2 4 6 8 10
Time (Minute)

Exemple 5.2.8 Population de Cerfs

On considére I'évolution d’'une population de 5000 cerfs sur un terrain de 1 000
000 acres entre 1900 et 1950. On considére une population de 500 prédateurs.

Dans ce modéle, nous considérons que la population de cerfs se reproduit a
un taux de 20% par an. En revanche, le taux de mortalité dépend directement
du contact avec les prédateurs. Plus il y a de cerfs, plus les prédateurs ont de
chances de les trouver.

Voici donc notre modéle. Si Pr.,rs(t) est la population de cerfs a l'instant ¢, on a

_ Poerys(t)

P1) = 1600000
la densité de cerfs a linstant ¢. En fonction de p(t)/p(0), il aura plus
ou moins contacts avec les prédateurs. On considere donc une fonction
a(t) = "cerfs tués par un prédateur par an" affine par morceaux, en fonction

de p(t)/p(0) :
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Input Output
0 0
1 2 W
2 4
4 6
20 6

Finalement, on pose

dPCerfs
dt
Voici le diagramme associé

= +1D(1.2).P08Tfs(t) — Oé(t) * 500

Q. T i '3:-' population de }:D#D:’Q
i cerfs sdati
taux de prédat
aux de p 10115-1-___0____ Population de

rédal
\ prédaters.

densité de cert’so—o—h cerfs tués par pred.ateu.ro

taux de re]}mduct]'ouo
Aire disp-nuibleo

densité initiale de cerfs o

et voici le résultat de la modélisation : la population de cerfs est restée stable
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population de cerfs

(21 L]

20060

L]
1 S 1910 1920 1930 (RS 1950

Time {Year)

Nous pouvons rendre ce modele Iégerement plus réaliste, en rendant le facteur
de croissance (In(2)) une fonction de la quantité de nourriture disponible. Par
exemple, posons N=100 000 une constante pour indique la nourriture disponible
et

B N
PCerfs@)

Considérons le ratio o(t)/oc(0) et comme pour le cas
précédent, une fonction affine  par morceaux (o) =
"facteur de reproduction en fonction de la nourriture disponible”

o(t)

Input Qutput

0 -0.6
0.05 0 B SRR
0.1 0.2

1 0.2

Finalement, on pose

Voici le diagramme associé
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— Population de
prédateurs
=]

Q. T . X = population de }:D#D:’Q
mls;l‘xo\% cerfs taux de Prédaljm%*___o

taux de repmducliauo densité de ce:rfso—o—ll- cerfs tués par p:réd.ateu.ro

nourriture initiale

par cerf Aire disponibleo

TOUITiture par cerfo

densité initiale de cerfs o

nouriture djsponjbleo

et le résultat :

population de cerfs

L

LI

[ELLL]

LIS

UL

1]
1 b 15911 1920 1930 154n 15450

Time {Yeary

5.3. Systemes avec délai de réponse

On reprendre le modeéle logistique de IJTExemple 5.2.7|

Dans le modéle logistique, a chaque itération, la population de bactéries est
comparée au seuil par le ratio P(t)/ K. Cela suppose que la comparaison soit
instantanée. Que se passe-t-il si les bactéries sont paresseuses ou ont une vision
a court terme et réagissent trop lentement ? Une facon de modifier le modele
logistique pour prendre en compte un délai de réponse 7 c’est de considérer
I'équation différentielle
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dpP P(t—71)

— =In2)(1 - —F).P

— =In(2)(1 - ———=).P()
ou la comparaison a K est effectué avec un délai de = unités de temps. Voici
donc le diagramme du systeme :

A

_'» ) Population
reproduction

des bactérjes \
/ \ PopulationDelai

taux de réproduction .
Seuil
base delai

Sur VenSim, la function P(t — 7) est définie avec la fonction
DELAY FIXED (P(t), T, 0)

Note : Le délai minimal est de TIME STEP et un délai inférieur aura le méme
effet qu’'un délai de TIME STEP.

Voici le résultat pour quelques valeurs de 7 :

Population

10000

5000

.

W _—/7.4'\___/
0 — — —
8 10 12 14 16 18 20

o
N
n
(o]

Time (Minute)

d2min
d1min

dOmin

— V4 ddmin
— 4 d3min
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On voit que plus le délai de réponse est important, plus il y a de chances que
les bactéries n’atteignent pas le seuil de stabilité.

— pour un délai de 1 minute, le systeme s’adapte trés rapidement et atteint
le seuil;

— Pour un délai de 2-3 minutes, le systéme va avoir un comportement
périodique - d’abord il essaie d’atteindre le niveau optimal, mais a cause
du retard dans la lecture du seuil, il va le dépasser et ensuite, parce qu’il
I'a trop dépassé, il va s’effondrer. Une fois qu’il atteint a nouveau un niveau
soutenable, la dynamique recommence.

— Dans le cas d’'un délai de réponse de 4 minutes, le systeme s’effondre.

Remarque 5.3.2

LIExemple 5.3.1|montre que plus nous tardons a agir et a amener le systéme a
un niveau soutenable, plus le risque d’effondrement augmente.

Exemple 5.3.3 [ -7 0 cTo 0T ]
Conductivite

temperature exterieur Thermique

T

3 Chaleur Exterieur

Chaleur Initiale

C Chaleur Interleur —
Chaleur Chauffage \ Z Refroidissement

b

Controleur Chauffage Temperature «— T par Q Controleur Climatiseur
interieure
¢ Temperature

Initiale

Temperature
Interieure Mesuree

\

delai

— Température initiale dans la piéce - 24° C



https://ocw.mit.edu/courses/sloan-school-of-management/15-988-system-dynamics-self-study-fall-1998-spring-1999/readings/modeling1.pdf
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— Température d’activation du climatiseur - 27° C. Si température de la
piéce est inférieure a 27° C, le climatiseur est désactivé. Si la température
dépasse 27°, le climatiseur s’active et extrait 100 000 joules par heure.

— Température d’activation du systéme de chauffage - 20° C. Si tempé-
rature de la piéce est supérieure a 20° C, le climatiseur est désactivé.
Sinon, le systéme de chauffage s’active et pompe 100 000 joules par heure.

— Lechange de chaleur avec I'extérieur est donnée par

A @ = c.( Température Exterieure - Température Intérieure)

ou ¢ = 1000 J/heure/degrée est la conductivité thermique du batiment.
— Température Extérieure : 33° C.
— Délai : 0.2 heures.
— Le ratio T'/Q est de 10 000.
— Chaleur Initiale =0.

— La température a l'interieur est donnée par la formule

T = Chaleur Intérieur/(T/Q) + 24°

Temperature interieure

/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/L

30

20

Time (Hour)

5.4. Modeles population - ressources finies
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En réalité, la croissance exponentielle ne peut pas se produire indéfiniment en

raison de contraintes physiques. Pour rendre les [Exemples 5.1.3| [5.1.5, 5.2.7| et[5.3.1
encore plus réalistes, il faut tenir compte du fait qu’une population ne croit pas a l'infini
sans avoir besoin de consommer certaines ressources - nourriture, pétrole, etc.

Dans I'exemple suivant, la contrainte physique est une autre boucle de rétroaction
fonctionnant en contre-cycle : 'exponentielle de I'épuisement des ressources.

'?OFU\OCH AN

1

Rassoun S

Le bilan final est le résultat de la lutte entre ces deux régimes :

Exemple 5.4.1

On reprendre ici les |Exemples 5.1.3}|5.1.5, 5.2.7| et [5.3.1|d’'une population de
bactéries mais on ajoute une nouvelle variable - la quantité de nourriture/res-

sources disponible. On considére :

— P(t) la population de bactéries a l'instant ¢.

— R(t) la quantité de nourriture disponible a l'instant ¢, avec R, la quantité
disponible au départ.

On considere un systéme avec deux équations. Léquation pour la population de
bactéries est une modification de I|[Exemple 5.1.5| La seule différence c’est que
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maintenant le taux de natalité « des bactéries est une fonction de la quantité de
nourriture disponible. Plus précisément, on pose
dP

E:—FO(P—T.P

avec 7 de taux de déces et

a=alR

ou a est une constante. Plus il y a de nourriture disponible, plus il aura de
reproduction de bactéries.

De la méme facon, on aura aussi une équation pour modéliser I’évolution de la
quantité de ressources disponibles :
dR

PR
a

dans le sens ou les ressources vont disparaitre dans la mesure ou elles vont
étre consommeées.

Finalement, notre modéle a deux équations est donnée par le systéme d’équa-
tions
¢ — +aR.P—T1.P

dt

& — _aR.P

Le schéma correspondant est donnée par
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population init

tau

C — Population del
bactéries

naissances

Ressources L= Q

consommation

ressources init.

Voici donc le résultat pour une simulation :

population init

anl) tau

0.151163

ances

.05
ssources —
cgnsommation

ressources init.

e ]

27.1739
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12 30
10
8 20
6
4 10
2
0 0
0 5 10 15 20
Time (Month)
—— (4 Population de bactéries : current()
—— (4 Ressources : current()
Lorsque qu’elles ont fini de manger toutes les ressources, la population
s’effondre.

Exemple 5.4.2 Population de Cerfs 3

With collapse because they eat all their food

Here we have two variables - one is population the other is the quantity of food.
In this case there are two differential equations with parameters related, one for
food and one for population.
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C—=o o P—

118[53&1

taux de prédati
aux de p 1011M Population de
prédateurs

nourriture par cerf

densité initiale de cerfs o

. e F—F B umiture Cx = o)
taux de regenermlon \ tairw de
des allments i

consommation de

/ nourriture
- t d 5
capacité de EMmpS e

ducti o =régénération des consommation de
Production aliments nourriture par cerfo

li tai [+]
alimentaire O‘\_\ _/

I <

population de cerfs

LR

Ll

1506 1910 1920 1930 1540 1950

Time {Year)

nourriture
1 RMRD

Ll

Ll i)

150 1910 1920 1930 154 1950

Time {Year)

@
tau\c de repmductmu deu.me de cerfs —O—.- cerfs tués par predatel.l.ro
nourriture initiale
par cerf \ Aire dlsp-omble
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Exemple 5.4.3 [Effondrement économique par dépassement du seuil de]
[soutenabilité des ressources non-renouvelables]

Nous considérons ici un modele tres simplifié d’'une économie dépendant d’'un
stock de ressources naturels non-renouvelables. C’est un modele "a la Hubbert"
comme dans llExemple 3.8.3|:

— R(t) quantifié la quantité de ressources disponibles.
— P(t) la production économique résultat de I'extraction de ressources.
{%f — —e.P.R
dP __
P — +8.P.R—~.P
— ¢ = 0.007 de taux d’extraction de ressources par unité de production
économique.

— v = 0.3 le taux de dévalorisation par an. On suppose ici de 2.5%.

— [ =0.0004 le taux de croissance de I'’économie en fonction de la quantité
de ressources encore disponibles. Ici on fixe 5 = 0.04.

— On pose P(0) =1, Ry = 1000.

taux d'extraction 0.007

R 0=1000

Ressources [ = Q

Economie

production

'\\/

taux production 0.004

dépréciation

Eco 0 = 1 taux depreciation 0.3

On obtient exactement le comportement prévu par Hubbert dans
IlExemple 3.8.3|:



https://link.springer.com/article/10.1007/s41247-018-0049-0
https://link.springer.com/article/10.1007/s41247-018-0049-0
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30 1000

800

20

600

400

200

0 0
0 20 40 60 80 100

Time (Year)

—— () Economie : current() Ressources : current()

5.5. Modeéles proie-prédateur

Jusque ici, nos modéles permettaient de modéliser I'évolution d’'une seule quantité
- une population donnée. Nous considérons ici des modéles d’interaction entre deux
acteurs : proies-prédateurs, population-ressources, etc.

Exemple 5.5.1 Proie-prédateur

On considére ici un modéle proie-prédateur avec des serpents - S, et des rats -
R. On utilise les équations de Lotka-Volterra :

dt

R —cR—d.S.R

{ﬁ — —a.S+bS.R
dt

ou :
— a est le taux de mortalité des serpents;

— b taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies rencontrées
et mangées;

— c est le taux de natalité des rats;

— d est le taux de mortalité des proies di aux prédateurs rencontrés.
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Voici le schéma :

. e

Prédateurs

naissances

prédateurs décés prédateurs

Avec I'option SymthSim de Vensim, on peut varier des parametres a,b,c,d et
regarder les différentes résultats :

|
| Prédateurs

| naissances

\ prédateurs
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Prédateurs-Proies

0 20 40 60 80 100
Time (Manth)

— ¥4 Prédateurs : current2() Proies : current2()

b Prédateurs-Proies
6 i 120
[\
[ [
| f
[raissances s | |
| prédateurs | | |
/ | [
| | /
4 f | 80
[l [ |
L [
I /
F /
a— H— [ e
/ !
|/ \ /
\| / |/ /
2 40
01625 0.0875 1 20
0 0
0 20 40 60 80 100
Time (Month)
Prédateurs : current2(y Proies : current2()

Exemple 5.5.2 Collapse Civilization

Collapse of a civilization due to collapse in fertility of lands.
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Exemple 5.5.4 Leffet de Séneque

Exemple 5.5.5 Albedo

albedo feedback systems



https://www.jstor.org/stable/pdf/10.4169/college.math.j.44.5.424.pdf?refreqid=excelsior%3A8fe6e7185d18bc6926628b782621bce2
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5.6. Modele épidémiologique SIR

Comme dernier exemple, on décrit le modéle de propagation d’épidémie SIR
(susceptibles, infectés,Retirés).

Exemple 5.6.1 SIR

On fixe une population de taille N = 10° et on pose

— S(t)= les individus qui ne sont pas infectés par la maladie a l'instant ¢ mais
susceptibles d’étre contaminés.

— I(t)= les individus qui sont infectés par la maladie au moment ¢.

— R(t)= les individus qui ont déja récupéreé de la maladie au moment ¢ et
sont devenus immunisés.

Soit 7(0) le nombre de individus infectés au début. Alors, S(0) = N — I(0) et
R(0) = 0. Pour les équations on suppose le modéle suivante :

s __ S
s _ _g 8|
al __ S
dR __

ou ~ est le taux de croissance des contaminations et v = %z avec d la durée
moyenne de récupération. Vous pouvez télécharger un modéle Vensim dispo-
nibleici :

Population Initial Infected

o o
.—". 1 Infected = . . Recovered
InfecnU \Jﬁ:wermg
+T + 1

growth rate duration

Susceptible

Voici une modélisation avec 1(0) = 1,d = 7 jours et § = 0.28 :



https://vensim.com/coronavirus/
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Selected Variables

— Infected : SIR 1(people)
e Infecting : SIR 1({people/Day)

—— ¥ Recovered : SIR 1(people)

—— [ Susceptible : SIR 1(people)
_ Recovering : SIR 1(people/Day)

™ 40000
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800000
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25000
600000
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8 20000
8
400000
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200000
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0 — 0
0 20 20 a0 80 100 120 140 160 180 200
Time (Day)

Aegradoad
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5.7. Exercices

Exercice 5.7.1

La croissance de la masse m(t) d’un animal entre sa naissance et sa mort peut
étre donnée par la fonction suivante

Mo, 1 1
m(t) = M.[l — (1 — —2)1)e /414
M
ou t est le nombre de jours, avec m, la masse au moment de la naissance, M la
masse a I'age adulte et a une constante qui dépend de I'espéce animale.

1. Montrer que m(t) vérifié 'équation différentielle

/ 2 a
m'(t) = a.m* — A77A™

2. Montrer que limy_, ;. m(t) = M.
3. Voici un tableau avec plusieurs espéces.

Animal a mo M

Vache | 0.28 | 33.3 Kg | 442 Kg

Cochon | 0.31 | 0.90 Kg | 320 Kg
Rat 0.23 8¢ 280 g

Lequel atteint 'age adulte plus rapidement ?

Commentaire : Ici le facteur limite la croissance musculaire infinie est la puis-
sance 3/4. Cela vient de la géométrie fractale des capillaires qui empéche les
cellules d’avoir plus d’énergie que le nécessaire. Voir l'article Ici.



https://science.sciencemag.org/content/276/5309/122
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